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Il est d’usage, dans l’académie et dans l’industrie, de faire appel à différentesmé‑
thodes de vérification des résultats, dans le but d’augmenter la confiance de la
société dans ces résultats. En effet, si la démonstration d’un théorèmemathéma‑
tique est comprise et acceptée par la communauté de son auteur, il peut alors
être considérécommeacquiset réutilisédansdes travauxde rechercheultérieurs.
Dans un milieu appliqué, des ingénieurs peuvent également utiliser des résul‑
tats théoriquesdans la conceptiondeproduits industriels concrets. Lesdifférents
tests effectués sur ces produits avant qu’ils ne quittent les usines sont un autre
moyen de garantir la confiance des futurs clients et utilisateurs. D’une manière
générale, la vérification a pour objectif de gommer le caractère naturellement
imparfait du travail humain, ainsi que de permettre à chaque génération de s’at‑
taquer à des problèmes de plus en plus complexes, grâce aux travaux de la géné‑
ration précédente auxquels elle accorde sa confiance.

Nous tentons d’oublier que nous sommes des animaux, mais la na‑
ture nous le rappelle, parfois cruellement.

Ieveni SÉTıNE (personnage d’OSS 117)

Malheureusement, en dépit de toutes les procédures de vérification en vigueur,
à maintes reprises des erreurs se sont glissées dans des travaux, qu’il s’agisse de
preuves mathématiques ou de programmes informatiques. Ainsi, le 4 juin 1996,
la fusée ARıANE 5 termine son vol inaugural1 au bout d’une trentaine de secondes 1 : Vol 501.
par une explosion due à un bug informatique appelé dépassement d’entier,2 cau‑ 2 : Sur unemachine, les nombres sont repré‑

sentés par une valeur binaire d’une certaine
taille fixée afin de pouvoir les stocker en mé‑
moire. Ainsi, ils ne peuvent dépasser une cer‑
tainevaleurmaximale.Undépassement d’en-
tier seproduit lorsque le résultatd’uneopéra‑
tion arithmétique dépasse cette valeur. La va‑
leur binaire retenue pour le nombre devient
alors très petite, ce qui est souvent source
d’erreurs.

santunepertedecentainesdemillionsd’euros.Plus récemment, en2018et2019,3

3 : Vols LıON AıR 610 et ETHıOPıAN AıRLıNEſ
302.

deux avions BOEıNG 737‑MAX s’écrasent dans les minutes qui suivent leur décol‑
lage, à cause d’un logiciel conçu pour éviter les décrochages, à la fois défaillant
et prioritaire sur le contrôle manuel de l’appareil. Cette fois, le bilan est humain
et extrêmement lourd, s’élevant à plusieurs centaines de personnes.

Le test logiciel montre la présence de bugs, pas leur absence.

Edgser W. DıJKſTRA (informaticien néerlandais)

La conclusion évidente est que le test, a fortiori effectué par des humains, ne suf‑
fit plus, et que l’ère est à la vérification formelle, c’est‑à‑dire l’utilisation d’outils
permettant de certifier l’absence d’erreurs dans une preuve mathématique ou
dans un programme informatique. C’est la promesse desméthodes formelles, un
domaine de recherche donnant un cadre théorique pour effectuer des preuves
sur ordinateur. Dans cette veine, la fin du XXème siècle voit apparaître une famille
de logiciels appelée prouveurs automatiques. Il s’agit d’implémentations numé‑
riques d’algorithmes de recherche de preuve dans une théorie logique donnée,
permettant à un humain d’entrer un énoncé à prouver et de laisser l’ordinateur
déterminer s’il est vrai ou non.

Quis custodiet ipsos custodes? 4 4 : «Qui garde ces gardiens?»

JUVÉNAL (poète romain)

Cependant, une inquiétude demeure dans le fait que ces prouveurs ne sont eux‑
mêmes pas infaillibles car issus d’un code écrit par des humains, et de ce fait,
pouvant contenir des erreurs. Les assistants de preuve interactifs, fleuron des
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méthodes formelles, sont une réponse à ce problème. Il s’agit d’une famille de
logiciels conçus autour d’un noyau logique, une petite quantité de code implé‑
mentant directement les règles d’une théorie logique et à laquelle les utilisateurs
font confiance.Divers outils y sontmis àdispositionde l’utilisateurpour effectuer
des preuves, chaque preuve étant ultimement vérifiée par le noyau, garantissant
à tout instant une confiance sans faille dans tous les développements effectués à
l’aide d’un tel logiciel. Conceptuellement, c’est un compromis optimal entre l’hu‑
main et lamachine. En effet, unordinateur n’étant pas réellement capable depro‑
duire un raisonnement original,5 cette tâche est laissée à l’humain. En revanche, 5 : Malgré des résultats impressionnants

récemment dans ce domaine, l’apprentis‑
sage automatique consiste essentiellement
à compiler et exploiter de la meilleure ma‑
nière possible une très grande quantité d’in‑
formation. Cette information a beau être net‑
tement plus massive que les connaissances
d’un humain, il ne s’agit pas de donner à la
machine les traits humains que sont l’origina‑
lité, la créativité, etc.

la machine excelle dans l’application mécanique des règles logiques du noyau
pour vérifier qu’unepreuve est correcte, là oùunhumain pourrait commettre des
erreurs.

Le prix à payer pour cette sécurité supplémentaire est le caractère interactif des
assistants de preuve. En effet, afin de pouvoir représenter des programmes infor‑
matiques et des théories mathématiques très abstraites au sein d’un assistant
de preuve et garantir leur polyvalence, la théorie logique sous‑jacente est sou‑
vent bien plus complexe que dans un prouveur automatique. De plus, pour avoir
un noyau lisible et digne de confiance, les assistants de preuve ne bénéficient
pas des heuristiques et optimisations agressives présentes dans le codedes prou‑
veurs automatiques. Par conséquent, l’utilisateur doit bien souvent expliciter des
détails peu intéressants dans la confection des preuves, et la moindre automati‑
sation est une tâche ardue.

Cette thèse s’inscrit dans une série de travaux de recherche dans l’automatisa‑
tion des preuves, pour faciliter le travail des utilisateurs d’assistants de preuve,
l’objectif final étant de répandre l’usage de ces outils à la place du test logiciel,
partout où cela est possible et pertinent. Elle se situe donc à la frontière entre
l’informatique et lesmathématiques, et oscille entre contributions théoriques et
travaux d’implémentation, car il est important de fournir des outils tangibles aux
utilisateurs le plus rapidement possible. Pour situer ce travail dans un contexte
large, dans ce chapitre, nous retraçons rapidement l’histoire de la logique (§ 1.1)
avant de présenter les assistants de preuve, leur niveau d’automatisation actuel,
ainsi que les contributions majeures (§ 1.2).

1.1 Courte histoire de la logique

La logique est l’étude des règles formelles à mettre en place pour déterminer
si un raisonnement est valide. Cette discipline a été fondée pendant l’Antiquité,
commebranchede la philosophie. Plus récemment, elle s’est rapprochéedesma‑
thématiques puis de l’informatique théorique en prenant la forme de systèmes
logiques formels. Enfin, avec l’arrivée des ordinateurs, la logique s’estmécanisée.
Dans cette section, nous donnons quelques détails sur ces différentes étapes.

1.1.1 Fondements historiques

En Occident, les travaux fondateurs dans le domaine de la logique remontent à
la Grèce antique. En effet, cette discipline, alors appelée λογική, y tient une place
centrale dans la vie publique, et de nombreux concepts encore utilisés aujour‑
d’hui dans ce domaine proviennent des penseurs de cette époque, notamment
ARıſTOTE et EUCLıDE.
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Dans son œuvre de l’Organon, ARıſTOTE définit la structure d’un raisonnement
logique. Il y différencie les notions d’être et de prédicat,6 de cause et de consé- 6 : Les êtres sont les entités et les prédicats

représentent ce que l’on peut dire d’icelles.quence, ou encore d’affirmation et de négation. Il y présente aussi une construc‑
tion logique appelée syllogisme, définie par l’enchaînement de deux prémisses
et d’une conclusion par déduction.7 7 : Le syllogisme le plus connu est probable‑

ment le suivant :

– Tous les hommes sont mortels ;
– Or SOCRATE est un homme;
– Donc SOCRATE est mortel.

Desoncôté, EUCLıDE introduitdesdéfinitions liéesà ladémonstration, comme les
postulats ou axiomes, hypothèses non démontrées que l’on prend comme base
d’un système logique, ou bien les propositions qui sont les énoncés que l’on peut
prouver. À ceci s’ajoutent de nombreux théorèmes, notamment en géométrie et
en théorie des nombres, pour former l’œuvre des Éléments, devenue ensuite une
véritable référence académique. D’unemanière générale, jusqu’à la fin duMoyen‑
Âge, la logique est enseignée avec ces œuvres fondatrices.

1.1.2 Vers lesmathématiques et l'informatique

Après des siècles d’avancées scientifiques sans précédent à travers le monde, le
XIXème siècle est marqué par une quête de formalisation de la logique. En effet,
l’objectif est alors de construire un langage commun pour les mathématiques.
C’est dans ce cadre que les langages formels8 sont mis au point. Par exemple, 8 : Ce sont des langages définis par une syn‑

taxe, c’est‑à‑dire un ensemble fini de sym‑
boles que l’on peut employer pour créer des
formules selon des règles précises et expli‑
cites. On peut ensuite donner à ces sym‑
boles une interprétation logique et définir
des règles pour construire un raisonnement,
également explicites, afin de ne laisser au‑
cune ambiguïté dans la manipulation du lan‑
gage dans ce contexte.

FREGE introduit dans l’Idéographie [1] le concept de quantification9 et le calcul

[1] : FREGE  (1882), «Begriffsschrift : Eine
der Arithmetischen Nachgebildete Formels‑
prache des Reinen Denkens»

9 : Il introduit deux quantificateurs :

– le quantificateur universel
(«pour tout 𝑥») ;

– le quantificateur existentiel
(« il existe 𝑥»).

des prédicats,10 encore utilisés de nos jours. PEANO propose quant à lui une axio‑

10 : On parle également de logique du pre-
mier ordre.

matisation de l’arithmétique sur les entiers naturels [2], d’où provient le raison-

[2] : PEANO  (1889), «Arithmetices principia :
Novamethodo exposita»

nement par récurrence enseigné aujourd’hui en mathématiques. Enfin, CANTOR
crée la théorie des ensembles [3], permettant de décrire tous les objets mathé‑

[3] : CANTOR  (1883), «Grundlagen einer
allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre. Ein
mathematisch‑philosophischer Versuch in
der Lehre des Unendlichen»

matiques de l’époque dans un cadre commun. La logique, traditionnellement
une discipline proche de la philosophie, devient alors une branche des mathé‑
matiques.

Au cours du XXème siècle, la théorie des langages formels donne naissance aux
langages de programmation, utilisés pour implémenter des algorithmes.11 Les

11 : Unalgorithmeest une suited’opérations
à exécuter pour résoudre un problème parti‑
culier.

règles associées à ces langages sont alors des règles de calcul permettant de vé‑
ritablement exécuter les programmes pour obtenir un résultat. Cependant, plu‑
sieurs scientifiques identifient des liens permettant de donner à ces langages
une interprétation logique : on appelle ce parallèle la correspondance de CURRY‑
HOWARD. Cette découvertemarque cette fois une convergence entre la logique et
cette science naissante qu’est l’informatique théorique.

1.1.3 Mécanisation de la logique

Ledéveloppement des ordinateurs permet unemise enœuvre concrète dedivers
systèmes formels étudiés précédemment. Cette avancée annonce une nouvelle
ère pour la logique et les mathématiques, dans laquelle l’humain et la machine
travaillent de concert. Ainsi, le système PROLOG [4] voit le jour au début des an‑

[4] : COLMERAUER et coll. (1973), «Un système
de communication homme‑machine en fran‑
çais»

nées 1970. Dans ce langage de programmation, le développeur définit une base
de faits et de règles pour que des affirmations soient valides, et l’utilisateur pose
des questions au système. PROLOG a beaucoup été utilisé dans le traitement du
langage, mais la possibilité de raisonner par récurrence sur des nombres et des
arbres le rend également utilisable pour traiter des formules logiques. Ainsi, les
conjectures de l’utilisateur peuvent être exprimées comme des requêtes dont le
système pourra vérifier la validité en les exécutant.
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Les implémentations de systèmes logiques incluent également les prouveurs au‑
tomatiques, dont le représentant le plus répandu est le solveur SAT.12 Il reçoit en 12 : Satisfiabilité booléenne.
entrée une formule en logique propositionnelle13 et détermine s’il en existe une 13 : Formée à partir de variables et de

connecteurs de négation, conjonction ou dis‑
jonction.

valuation14 qui la rend vraie. Les solveurs SAT connaissent un franc succès en rai‑

14 : Affectation d’une valeur de vérité (vrai
ou faux) à chaque variable de la formule.

son de la grande variété de problèmes qu’ils permettent de représenter : plani‑
fication, conception de circuits électroniques, cryptanalyse, etc. En ajoutant des
symboles et un fonctionnement dédiés à une ou plusieurs théories, par exemple
l’arithmétique ou les vecteurs de bits, on obtient un solveur SMT.15 Cette exten‑ 15 : Satisfiabilité Modulo Théorie.
sion élargit la portée des solveurs SAT à des problèmes de vérification de pro‑
grammes.

Des outils dédiés à la certification d’algorithmes et à la preuve de théorèmesma‑
thématiques ont été développés par la suite, comme les outils demodel checking
à l’instar de TLA+ [5]. De tels logiciels offrent aux utilisateurs la possibilité de [5] : LAMPORT (1994), «The Temporal Logic of

Actions»représenter les objets sur lesquels ils souhaitent raisonner ainsi que de décrire
les énoncés qu’ils souhaitent prouver, tout ceci dans un langage formel expressif
plus proche du langage naturel. Ainsi, ces outils permettent aussi bien de prou‑
ver la correction d’algorithmes concurrents et distribués, que de prouver qu’un
automate ne peut jamais être dans un état invalide (par exemple, un ascenseur à
l’arrêt entre deux étages). Certains outils commeWHY3 [6] ou LıQUıD HAſKELL [7] [6] : FıLLıÂTRE et coll. (2013), «Why3 —Where

Programs Meet Provers»

[7] : VAZOU (2016), Liquid Haskell : Haskell as
a Theorem Prover

permettent d’écrire des programmes dans un langage de la famille ML et les dif‑
férents énoncés à prouver directement dans le même fichier. Dans ce cadre, une
partie despreuves est déléguéeàdes solveurs SMT, offrant un certainniveaud’au‑
tomatisation, si bien que pour certains cas d’utilisation, cette famille d’outils est
considérée comme un bon compromis à l’heure actuelle.

1.2 Assistants de preuve et automatisation

Malgré le niveau d’automatisation fourni par un solveur SMT, ces outils sont sou‑
vent utilisés comme des boîtes noires, n’étant souvent pas capables d’expliquer
leur raisonnement. La confiance que l’on peut placer dans ces outils reste donc li‑
mitée, d’autant plus que des erreurs sont parfois découvertes dans leur code très
optimisé mais difficile à mettre à jour de façon correcte. Dans les applications
les plus critiques, ce niveau de fiabilité supplémentaire requis est fourni par les
assistants de preuve, des logiciels à l’approche plus radicale mais plus manuelle
pour l’utilisateur. Dans cette section, nous présentons ces différents aspects des
assistants de preuve avant de lister les contributionsmajeures de cette thèse.

1.2.1 Unefiabilité à toute épreuve

Les assistants de preuve, ou prouveurs interactifs, sont des logiciels conçus pour
effectuer des preuves sur la base d’une collaboration entre l’humain et la ma‑
chine. Ces logiciels s’articulent autour d’un noyau logique, une petite quantité
de code représentant les règles du système logique implémenté par l’assistant
de preuve. Ce noyau est la seule base de code à laquelle l’utilisateur doit faire
confiance, car il vérifie toutes les preuves effectuées dans l’assistant de preuve.
Chaque preuve validée par le noyau peut alors être utilisé dans d’autres preuves,
permettantdeprogressivement construiredesbibliothèquesentièresdepreuves
dans un domaine donné.

Il existe une variété de systèmes logiques à la base des assistants de preuve. Par
exemple, l’assistant de preuve IſABELLE/HOL [8] est basé sur la logique d’ordre [8] : NıPKOW et coll. (2002), Isabelle/HOL : a

proof assistant for higher-order logic
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supérieur. Dans cette thèse, on s’intéresse à une famille d’assistants de preuve
basée sur la théorie des types, un langage expressif, fruit d’une exploitation pous‑
sée de la correspondance de CURRY‑HOWARD, servant à la fois à programmer, ex‑
primer les énoncés à prouver, et effectuer les preuves. Des exemples de logiciels
de cette famille sont AGDA [9], LEAN [10], ou encore COQ [11], l’assistant de preuve [9] : NORELL (2008), «Dependently Typed Pro‑

gramming in Agda»

[10] : DE MOURA  et coll. (2021), «The Lean
4 Theorem Prover and Programming Lan‑
guage»

[11] : THE COQDEVELOPMENT TEAM (2022), The
Coq Proof Assistant

sur lequel ce travail se base. Dans ce cadre, les preuves sont représentées par des
termes de preuve, et la vérification du noyau est en réalité la vérification de ty‑
page16 du langage sous‑jacent.

16 : Sur un ordinateur, les valeurs sont
toutes représentées en binaire. Or, il serait
impraticable d’écrire des programmes com‑
plexes ne manipulant que des nombres. Afin
d’élever le niveau d’abstraction, de nom‑
breux langages de programmation encodent
en binaire différentes structures de données
tout en offrant au développeur un moyen de
les manipuler d’une manière différente que
comme des nombres, en leur donnant un
type. On peut alorsmanipuler des chaînes de
caractères, des listes, etc. Les langages à va‑
leurs typées sont alors munis d’un vérifica‑
teur de typage permettant de valider que les
opérations associées à un type ne sont pas
utilisées sur une valeur d’un autre type, ce
qui ferait perdre son sens au programme.

1.2.2 Des preuves encore trèsmanuelles

La contrepartie d’un tel niveaude confiance est que les preuves redeviennentma‑
nuelles, car l’assistant de preuve demande que toutes les étapes d’une preuve
soient rendues explicites par un terme de preuve. Or, le langage de l’assistant de
preuveCOQabeau être très expressif, il reste très différent du langagenaturel em‑
ployé par les humains, et il est difficile pour un utilisateur d’entrer à la main des
termesdepreuvedans le logiciel. Deplus, certainesétapesdepreuvedoiventêtre
explicitées sans pour autant être intéressantes pour l’utilisateur. Par exemple, ex‑
pliciter pour l’assistant de preuve des manipulations mathématiques pourtant
triviales sur le papier, comme la commutativité de l’addition,17 prend un temps

17 : 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎.

considérable et ralentit l’utilisateur dans son travail de preuve.

Pour résoudre ces problèmes, le logiciel fournit une boîte à outils qui rapproche
son langage formel du langage naturel utilisé sur les preuves papier. Ces outils in‑
cluent notamment des fonctionnalités d’inférence, grâce auxquelles l’utilisateur
peut fournir des termes incomplets et laisser le logiciel en déterminer les mor‑
ceaux manquants. Par exemple, l’utilisateur n’a pas besoin d’expliciter les types
de toutes les valeurs, et l’assistantdepreuvepermetdedéfinir desnotationspour
que les termes entrés par l’utilisateur se rapprochent des notations qu’il emploie‑
rait dans une preuve papier. Par ailleurs, des outils de preuve automatique sont
mis à disposition de l’utilisateur pour prouver en quelques commandes une cer‑
taine classe d’énoncés correspondant aux étapes de la preuve sur lesquelles un
mathématicienexpert ne souhaitepaspasser lamajeurepartiede son temps.Ces
outils sont ce qui font de ces logiciels de véritables assistants à la preuve.

1.2.3 Contributions de cette thèse

Lamécanisation des preuves n’est possible qu’enmettant en place des solutions
d’automatisation. Une approche est de connecter les assistants de preuve à des
prouveurs automatiques, largement utilisés dans lesméthodes formelles, afin de
faciliter les preuves des énoncés qui sont à leur portée. Cela demande toutefois
d’aligner les formules utilisées de part et d’autre en faisant correspondre la lo‑
gique, les types de données, les opérations, etc. Plus généralement, le problème
du transfert de preuve, à l’échelle d’unmême formalisme logique, est celui de l’ex‑
pression d’un même concept mathématique de plusieurs manières différentes,
sans impact pour les preuves, c’est‑à‑dire que lorsqu’une preuve a été effectuée
à l’aide d’une représentation d’un concept mathématique au sein de l’assistant
de preuve, on souhaite ne pas avoir à refaire cette preuvemanuellement en utili‑
sant une autre représentation dumême concept. Dans l’objectif de résoudre une
instanceduproblèmedu transfert depreuvedans l’assistantdepreuveCOQ, nous
proposons TRAKT [12], un outil de pré‑traitement des énoncés COQ faisant conver‑ [12] : BLOT et coll. (2023), «Compositional pre‑

processing for automated reasoning in de‑
pendent type theory»
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ger les énoncés d’une théorie donnée vers une forme canonique qui correspond
au format idéal attenduparunoutil depreuveautomatiquepour cette théorie.

D’autres propriétés des langages formels utilisés dans les assistants de preuves
peuvent être exploitées pour effectuer du transfert de preuve, comme la paramé-
tricité [13]. Il s’agit d’une interprétation des types comme des relations, permet‑ [13] : REYNOLDſ  (1983), «Types, Abstraction

and Parametric Polymorphism»tantde construiredesoutils qui lient unénoncéCOQàunénoncéassocié, cibledu
transfert de preuve. Dans des versions riches de la paramétricité, comme la para-
métricité univalente [14], onpeut extrairedu témoin18 de la relationentre lesdeux [14] : TABAREAU et coll. (2021), «The marriage

of univalence and parametricity»

18 : Le témoin d’une relation 𝑅 entre deux
valeurs𝑎 et 𝑏 est une preuve que ces deux va‑
leurs sont bien liées dans la relation, c’est‑à‑
dire une preuve de 𝑅 𝑎 𝑏.

énoncés un termedepreuve exploitable pour effectuer concrètement le transfert
de preuve. Cependant, la paramétricité univalente introduit des axiomes dans
COQ pour fonctionner correctement, y compris dans les cas où un traitementma‑
nuel n’utilisant pas d’axiome est possible. Nous présentons alors TROCQ [15], un

[15] : COHEN  et coll. (2024), «Trocq : Proof
Transfer for Free, With or Without Univa‑
lence»

second greffon de transfert de preuve pour COQ, plus général que TRAKT, ayant
pour but d’égaler la puissance de la paramétricité univalente dans un maximum
de cas, tout en analysant plus finement l’énoncé et en utilisant les axiomes dans
un plus petit nombre de cas.

Ces deux outils prennent la forme de greffons pour l’assistant de preuve COQ. En
tantque tels, ils reposent surdes techniques spécifiquesdeméta‑programmation
et leur implémentation pose des problèmes particuliers indépendants de leur
conception théorique. Leméta‑langage retenupources implémentationsestCOQ‑
ELPı [16], un langagedeprogrammation logiquequiproposeunhautniveaud’abs‑ [16] : TAſſı  (2018), «Elpi : an extension lan‑

guage for Coq (Metaprogramming Coq in the
Elpi 𝜆Prolog dialect)»

traction dans la manipulation de termes COQ.

Le reste de cette thèse est organisé en quatre parties : une introduction tech‑
nique définissant les différents concepts manipulés par la suite (§ I), une présen‑
tation des deux prototypes d’outils de pré‑traitement développés, TRAKT (§ II)
puis TROCQ (§ III), ainsi que d’une partie dédiée aux questions d’implémentation
(§ IV).



L'ASSISTANTDE PREUVECOQ,
EN THÉORIE ET ENPRATIQUE



Introduction

Les méthodes formelles sont des outils de choix pour augmenter le niveau de
confiance que l’on peut placer dans les programmes informatiques. Par l’intro‑
duction d’un raisonnement rigoureux, elles apportent plus de garanties que des
méthodes plus classiques d’assurance de qualité logicielle telles que le test logi‑
ciel, et sont plébiscitées dans le développement de logiciels critiques. Parmi les
nombreux outils formels disponibles, ceux dont l’approche est la plus radicale
sont les assistants de preuve, car dans de tels logiciels, les preuves elles‑mêmes
sont garanties correctes formellement. Au prix d’une confiance à placer dans un
noyau logique composé de quelques centaines de lignes de code implémentant
le système logique au cœur de l’assistant de preuve, on peut alors utiliser un tel
logiciel pour vérifier la conformité de programmes vis‑à‑vis d’une spécification
ou la validité d’une preuve mathématique.

Au sein d’un assistant de preuve, on utilise un langage de programmation pour
décrire les objets mathématiques sur lesquels on souhaite raisonner19 et un lan‑ 19 : Par exemple, un programme informa‑

tique est représenté par un arbre de syntaxe
abstrait obtenu à partir de son code source.

gage de preuve permettant de prouver pas à pas des énoncés exprimés à partir
des différentes structures de données définies au préalable. Cette thèse est cen‑
trée sur l’assistant de preuve COQ [11], né en France dans les années 1980. Dans [11] : THE COQDEVELOPMENT TEAM (2022), The

Coq Proof Assistantce logiciel, l’expressivité du langage de programmation utilisé est telle qu’il est
possible d’effectuer également les preuves dans ce même langage, incluant la
vérification des preuves dans la vérification du typage. Cette expressivité est un
réel avantage pour l’utilisateur, d’abord car il ne doit accorder sa confiance qu’à
un seul langage, mais également car il est possible de représenter dans COQ des
objets mathématiques très abstraits et de raisonner sur les théories associées,
ce qui n’est pas le cas de tous les outils formels. En revanche, cette expressivi‑
té rend les preuves très difficiles à effectuer, car elles sont représentées par des
termes de preuve dans ce langage très avancé, dont le très haut niveau d’abstrac‑
tion dans les tâches de programmation devient un très bas niveau d’abstraction
dans l’élaboration des preuves.

L’automatisation des preuves dans COQ est donc la motivation de nombreux tra‑
vaux de recherche en informatique. Ces travaux ont essentiellement pour but de
construire une couche d’abstraction au‑dessus du langage de programmation de
COQ, afin que l’utilisateur n’ait pas à écrire de preuvesmanuellement dans ce lan‑
gage. L’assistant de preuve possède alors un langage de tactiques permettant de
faire progresser la preuve pas à pas, en exécutant des actions intuitives pour l’uti‑
lisateur et autorisées par COQ suite à la vérification d’un fragment du terme de
preuve final, fourni par la tactique. Ces tactiques passant d’un état de preuve à
un autre sont implémentées au niveauméta, à l’aide d’un desméta‑langages dis‑
ponibles dans COQ.

Certaines tactiques sont l’implémentation d’une procédure de décision, c’est‑à‑
dire un algorithme permettant de décider si un énoncé contenu dans une théo‑
rie est vrai ou faux, en fabriquant automatiquement le terme de preuve associé.
Par exemple, c’est le cas de la tactique lia [17] qui permet de prouver automa‑ [17] : BEſſON (2006), «Fast Reflexive Arithme‑

tic Tactics the Linear Case and Beyond»tiquement un énoncé vrai qui appartient à la théorie de l’arithmétique de PREſ‑
BURGER. D’autres tactiques reformulent l’énoncé à prouver pour le rendre plus
simple à prouver manuellement ou plus adapté à d’autres tactiques d’automati‑
sation. Parmi ces dernières existent les outils de transfert de preuve, permettant
de reformuler des preuves ou des énoncés exprimés à l’aide d’un encodage d’un
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objet mathématique en les exprimant avec un autre encodage du même objet,
que l’utilisateur jugeplus adapté à la preuvequ’il est en train d’effectuer. Le trans‑
fert de preuve est une autre sorte d’abstraction dans les preuves, permettant de
gommer les différences inhérentes à l’encodage d’unmêmeobjetmathématique
de plusieurs façons différentes dans un assistant de preuve.

Les contributions principales de cette thèse sont la conception de deux outils de
pré‑traitement d’énoncés COQ, chacun répondant selon un angle précis au pro‑
blème du transfert de preuve. Cette partie apporte les définitions techniques né‑
cessaires pour suivre la présentation détaillée de ces outils. Nous y présentons
l’assistant de preuve COQ, les fonctionnalités réelles d’assistance à la preuve que
le logiciel implémente, ainsi que le greffon de méta‑programmation pour COQ
utilisé tout au long de cette thèse, COQ‑ELPı [16]. [16] : TAſſı  (2018), «Elpi : an extension lan‑

guage for Coq (Metaprogramming Coq in the
Elpi 𝜆Prolog dialect)»
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Dans ce chapitre, nous présentons brièvement le langage de COQ pour introduire
les concepts auxquels nous faisons référence dans le reste de cemanuscrit. Nous
présentons d’abord graduellement le cœur de la théorie des types implémentée
par le noyau et l’interprétation logique associée (§ 2.1), puis nous présentons les
fonctionnalités que COQ ajoute au‑dessus de cette base théorique (§ 2.2).

2.1 Des types pour les preuves et les programmes

L’assistant de preuve COQ s’articule autour d’un noyau dont le composant essen‑
tiel est le vérificateur de typage d’un 𝜆‑calcul à types dépendants. Le logiciel per‑
met à l’utilisateur de déclarer des types personnalisés appelés types inductifs,
grâce auxquels il peut représenter les objets mathématiques sur lesquels il sou‑
haite raisonner. Le langage de COQ peut aussi être interprété comme un système
logique, ce qui en fait un langage de preuve. Cette section étudie ces différents
aspects.

2.1.1 Le𝜆-calcul pur

Introduit dans les années 1930 par CHURCH [18], le 𝜆‑calcul est un langage de [18] : CHURCH (1933), «A set of postulates for
the foundation of logic»programmation minimaliste dont la syntaxe définit seulement trois classes de

termes : variable, abstraction, application.

𝑡, 𝑢 ∶∶= 𝑥 | 𝜆𝑥. 𝑡 | 𝑡 𝑢

L’objet de based’un tel langage est la fonction, représentée par le cas de l’abstrac‑
tion 𝜆𝑥. 𝑡 où 𝑥 est une variable liée1 et 𝑡 le corps de la fonction. Ce qui fait de ce 1 : Une variable liée, par opposition aux va‑

riables libres, n’a de sens qu’au sein d’une
fonction. Elle permet de représenter le fu‑
tur argument qui sera potentiellement don‑
né à cette fonction lors de son application, en
liant cet argument à un nom.

langage un calcul est la règle de𝛽‑réduction, permettant de calculer l’application
d’une fonction à un argument2 en effectuant une substitution de la variable liée

2 : Un tel terme est appelé 𝛽‑rédex.

de la fonction par l’argument :

(𝜆𝑥. 𝑡) 𝑢 ⇝ 𝑡[𝑥 ∶= 𝑢]

La substitution est définie de manière à éviter les captures, c’est‑à‑dire qu’une
variable libre avant substitution devienne liée après substitution, car cela donne‑
rait un terme avec un sens différent de celui du terme attendu. Deux𝜆‑termes qui
ne diffèrent que dans le nomde leurs variables liées ont lemême comportement
vis‑à‑vis de la 𝛽‑réduction. On dit alors qu’ils sont 𝛼‑équivalents. On peut défi‑
nir une équivalence entre termes appelée conversion3 par la fermeture réflexive 3 : On note 𝑡 ≡ 𝑢 pour «𝑡 est convertible à

𝑢».symétrique transitive de la 𝛽‑réduction et de l’𝛼‑équivalence.

Il est possible d’encoder de nombreux concepts de programmation à l’aide de 𝜆‑
termes : entiers, booléens, paires, listes, arbres, etc. Il est même possible d’enco‑
der la récursivité grâce à des combinateurs de point fixe, comme le combinateur
𝑌 :

𝑌 ∶= 𝜆𝑓. (𝜆𝑥. 𝑓 (𝑥 𝑥)) (𝜆𝑥. 𝑓 (𝑥 𝑥))
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Eneffet,𝑌 𝑓 se réduit en𝑓 (𝑌 𝑓), puis𝑓 (𝑓 (𝑌 𝑓)), et ainsi de suite indéfiniment. Il
est en fait possible d’encoder n’importe quel programmeTURıNG‑calculable dans
un 𝜆‑terme.4 4 : La TURıNG‑calculabilité d’un programme

correspond à la possibilité de l’encoder sur
une machine de TURıNG. TURıNG lui‑même
prouve que le 𝜆‑calcul est équivalent à sa
machine [19], c’est‑à‑dire qu’il est TURıNG‑
complet.

La réduction d’un terme s’effectue en appliquant la règle de 𝛽‑réduction autant
quepossibledans ce terme. Àuneétapedonnée, il est possibleque la règlepuisse
être appliquée à différents endroits. Le chemin emprunté lors de la réduction
d’un terme n’est donc pas forcément unique. Si un chemin de réduction arrive
à un terme qui ne contient plus aucun rédex, c’est‑à‑dire qu’il ne peut plus être
𝛽‑réduit, on dit que ce terme final est une forme 𝛽-normale. La propriété dite
de normalisation est l’existence d’une telle forme normale pour tout terme du
calcul.5 Comme le montre le combinateur 𝑌 , le 𝜆‑calcul ne respecte pas cette 5 : Si tous les chemins de réduction mènent

à une forme normale, on parle de normalisa-
tion forte.

propriété car il permet d’encoder la récursivité générale, c’est‑à‑dire des boucles
arbitraires.

2.1.2 Types simples et correspondance de CURRY-HOWARD

Dans l’objectif d’obtenir plusieurs propriétés intéressantes dont la normalisation,
on peut restreindre l’ensemble des termes définissables dans le 𝜆‑calcul. On in‑
troduit alors des types [20], c’est‑à‑dire des annotations sur les termes, avec des [20] : CHURCH  (1940), «A formulation of the

simple theory of types»règles de typage permettant d’inférer ou de vérifier ces types, et par extension de
décrire les termes que l’on souhaite autoriser dans le calcul, un terme mal typé
étant rejeté.

Définition du 𝜆-calcul simplement typé La fonction étant l’objet de base du 𝜆‑
calcul, on définit un type comme étant soit une variable 𝛼 appartenant à un en‑
semble fini de types de base, soit un type fonctionnel d’un domaine vers un co‑
domaine à l’aide d’une flèche :

𝜏 ∶∶= 𝛼 | 𝜏 → 𝜏

On annote alors les fonctions en ajoutant un type à leur variable liée :

𝑡, 𝑢 ∶∶= 𝑥 | 𝜆𝑥 ∶ 𝜏. 𝑡 | 𝑡 𝑢

Un terme ne peut être bien typé que dans un contexte de typage, c’est‑à‑dire une
liste d’associations entre des variables et des types :

Γ ∶∶= ⟨⟩ | Γ, 𝑥 ∶ 𝜏

Un jugement de typage Γ ⊢ 𝑡 ∶ 𝜏 affirme que le terme 𝑡 a le type 𝜏 dans le
contexte Γ. Pour obtenir un jugement de typage sur un terme 𝑡, on compose des
règles de typage ensemble par induction sur la syntaxe de 𝑡, pour construire une
dérivation de typage dont la conclusion est le jugement de typage sur le terme 𝑡.
Les règles de typage de ce 𝜆‑calcul dit simplement typé et noté 𝜆→ sont alors les
suivantes :

Le calcul 𝜆→ permet d’écrire des programmes sensés dont on peut obtenir le
résultat en calculant leur forme normale. Par exemple, on peut ajouter au calcul
un type de base ℕ pour représenter les nombres entiers naturels, ainsi que deux
constantes 0 ∶ ℕ et 𝑆 ∶ ℕ → ℕ pour représenter le zéro et le successeur, les
deux composantes de base de l’arithmétique de PEANO. En utilisant ces valeurs,
on peut alors construire des programmes qui manipulent des entiers.
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𝑥 ∶ 𝜏 ∈ Γ
Γ ⊢ 𝑥 ∶ 𝜏 (VAR→) Γ, 𝑥 ∶ 𝜏 ⊢ 𝑡 ∶ 𝜏 ′

Γ ⊢ 𝜆𝑥 ∶ 𝜏. 𝑡 ∶ 𝜏 → 𝜏 ′ (LAM→)

Γ ⊢ 𝑡 ∶ 𝜏 → 𝜏 ′ Γ ⊢ 𝑢 ∶ 𝜏
Γ ⊢ 𝑡 𝑢 ∶ 𝜏 ′ (APP→)

FıG. 2.1 : Typing rules for 𝜆→

La correspondance de CURRY-HOWARD En associant la flèche → du type fonc‑
tionnel à l’implication logique, le 𝜆‑calcul simplement typé correspond en fait
au système logique de déduction naturelle. Ce lien crucial entre logique et pro‑
grammation est appelé correspondance de CURRY‑HOWARD. En effet, en considé‑
rant les types de base comme des variables propositionnelles, les types simples
peuvent être vus comme des énoncés et les règles de typage comme des règles
du système logique associé. Le contexte de typage correspond à un ensemble
d’hypothèses, les variables libres et les constantes étant alors des axiomes (pro‑
priétés déclarées prouvées avant le début de toute démonstration). Ainsi, la règle
VAR→ décrit le cas des hypothèses : si unepropriété est dans le contexte, alors elle
est prouvable. La règle LAM→ permet d’introduire une implication en remarquant
que si 𝜏 ′ est prouvable à partir d’une preuve de 𝜏 dans un contexte, alors dans
ce contexte 𝜏 implique 𝜏 ′ . De plus, la règle APP→ est la fameuse règle logique
dumodus ponens : si la proposition 𝜏 est prouvable et que 𝜏 implique 𝜏 ′ , alors
𝜏 ′ est également prouvable. Si l’on augmente 𝜆→ avec des constructions sup‑
plémentaires comme le produit6 ou la somme,7 on peut pousser la correspon‑ 6 : Le type produit permet de représenter

des paires de valeurs. Une valeur de type
𝐴 × 𝐵 est l’association d’une valeur de type
𝐴 et d’une valeur de type 𝐵. Il s’agit de la
briquedebasepour représenter en théorie le
concept de tuple présent dans de nombreux
langages de programmation. Son construc‑
teur est le suivant :

( ⋅ , ⋅ ) ∶ 𝐴 → 𝐵 → 𝐴 × 𝐵

7 : La somme 𝐴 + 𝐵 est une construc‑
tion qui contient une valeur d’un type parmi
deux possibilités 𝐴 et 𝐵. Dans les langages
à types algébriques, on s’en sert pour effec‑
tuer des disjonctions de cas, par exemple
entre un résultat valide et une erreur (result
en OCAML, Either en HAſKELL, etc.). Tradi‑
tionnellement, une sommeest construite par
l’une des constantes suivantes :

inl ∶ 𝐴 → 𝐴 + 𝐵
inr ∶ 𝐵 → 𝐴 + 𝐵

dance jusqu’au calcul propositionnel. En effet, un type 𝜏1 × 𝜏2 correspond à
une conjonction de deux propositions, et un type 𝜏1 + 𝜏2 correspond à une dis‑
jonction. Enfin, le faux (aussi noté ⊥) est associé à ce qui n’est pas prouvable,
c’est‑à‑dire aux types qui n’ont pas d’habitant.

Par ailleurs, cette correspondance entre les énoncés et les types est aussi une cor‑
respondance entre les preuves et les programmes. Dans une fonction 𝜆𝑥 ∶ 𝜏. 𝑡
de type 𝜏 → 𝜏 ′ qui construit un habitant de 𝜏 ′ à partir d’un habitant de 𝜏 , les
termes 𝑥 et 𝑡 sont donc des termes de preuve. Un énoncé prouvé correspond à
l’existence d’un terme qui habite le type de cet énoncé. Les constantes que l’on
ajouteaucontexteglobal sontalorsdesaxiomes. Eneffet, uneconstante 𝑘 ∶ 𝜏 est
une variable 𝑘 dont on fait l’hypothèse qu’elle habite le type 𝜏 . L’énoncé corres‑
pondant à 𝜏 est donc prouvé,mais par un témoin qui n’a aucun contenu calcula‑
toire. L’analogie s’étend naturellement aux autres constructions. Ainsi, un terme
qui habite un type produit 𝜏1 × 𝜏2 est une paire de preuves (𝑡1, 𝑡2) où 𝑡1 est
une preuve de 𝜏1 et 𝑡2 une preuve de 𝜏2 , et un terme qui habite un type somme
𝜏1 + 𝜏2 est soit inl 𝑡1 où 𝑡1 est une preuve de 𝜏1, soit inr 𝑡2 où 𝑡2 est une
preuve de 𝜏2.

Le cube de BARENDREGT Le 𝜆‑calcul simplement typé est le point de départ de
nombreuses généralisations. En effet, il bénéficie de nombreuses propriétés inté‑
ressantes, dont la préservation du typage par la réduction,8 l’unicité du typage, 8 : Si un terme 𝑡 ∶ 𝜏 se réduit en un terme

𝑡′, alors 𝑡′ ∶ 𝜏 .ou encore la cohérence logique.9 En particulier, son système de typage rejette
9 : On ne peut prouver ⊥ à partir d’un
contexte vide dans le système logique.

tous les termes dont la réduction ne termine pas, tels que les combinateurs de
point fixe. Par exemple, la définition du combinateur 𝑌 applique un sous‑terme
𝑥 à lui‑même, ce qui est impossible dans 𝜆→ , 𝑥 ne pouvant à la fois avoir un
type fonctionnel 𝜏 → 𝜏 ′ et le type de son domaine 𝜏 . En revanche, il manque
d’expressivité par rapport au 𝜆‑calcul pur. Par exemple, dans le 𝜆‑calcul pur, le
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terme 𝜆𝑥. 𝑥 représente la fonction identité et peut être appliqué à n’importe
quel terme. En𝜆‑calcul simplement typé, chaque fonction est définie sur un type
unique. Si l’on souhaite l’appliquer à des termes de types différents, il faut alors
construire une version distincte de l’identité pour chaque type utilisé. Différentes
extensions de 𝜆→ ont été conçues dans la deuxièmemoitié du XXème siècle, dans
l’objectif d’obtenir un langagedeprogrammationousystème logiqueplus expres‑
sif, les deux points de vue étant disponibles grâce à l’isomorphisme de CURRY‑
HOWARD.

BARENDREGT [21]proposeen1991de représenter cesextensionscomme lesarêtes [21] : BARENDREGT  (1991), « Introduction to
generalized type systems»d’un cube10 prenant 𝜆→ pour origine et introduisant une formed’abstraction dif‑

10 : Alors appelé 𝜆‑cube ou cube de BAREN‑
DREGT.

férente sur chaque axe. Ces formes d’abstraction peuvent être décrites grâce au
concept de sorte, c’est‑à‑dire le type d’un type. On introduit la sorte ⋆ et on dé‑
clare que tous les types simples ont pour sorte ⋆. Par exemple, on a ℕ ∶ ⋆ et
ℕ → ℕ ∶ ⋆. Ainsi, on possède un moyen de caractériser des constructions plus
abstraites. Par exemple, un termequi construirait un type à partir d’un autre type
aurait la sorte ⋆ → ⋆. On introduit la sorte □ comme sorte de toutes les sortes.
Par exemple, ⋆ ∶ □, ⋆ → ⋆ ∶ □ et ℕ → ⋆ ∶ □. On identifie alors les diffé‑
rentes formes d’abstraction d’un 𝜆‑calcul par l’autorisation d’une ou plusieurs
des classes de types fonctionnels dans le calcul, définies par une paire de sym‑
boles parmi ⋆ et □, représentant la sorte du domaine et du codomaine du type
fonctionnel autorisé :

– La classe (⋆, ⋆) décrit les termes qui dépendent de termes. Par exemple,
c’est le cas de l’addition des entiers naturels +ℕ ∶ ℕ → ℕ → ℕ. Cette
classe de termes est définissable dans 𝜆→ et toutes ses extensions.

– La classe (□,□) , autorisée dans le calcul 𝜆𝜔 et ses extensions, décrit
les types qui dépendent de types. Il s’agit des constructeurs de types. Par
exemple, on peut imaginer un terme list permettant de décrire le type
d’une liste lorsqu’on lui fournit le type des élements de la liste. Ainsi, listℕ
est le type des listes d’entiers naturels.

– La classe (□, ⋆), autorisée dans le calcul 𝜆2 et ses extensions, décrit les
termes qui dépendent de types. Il s’agit des constructeurs de termes ap‑
partenant à des types polymorphes. Par exemple, on peut imaginer une
constante cons qui ajoute un élément à une liste. Cette constante dépend
du type des éléments de la liste.

– La classe (⋆,□), autorisée dans le calcul 𝜆𝑃 et ses extensions, décrit les
types qui dépendent de termes. Cette abstraction est celle des types dé-
pendants, la moins répandue dans les langages de programmation fonc‑
tionnelle. Elle permet de construire par exemple un type de tableau d’en‑
tiers de longueur fixe à l’aide d’une constante narray qui dépend d’un
entier 𝑛 décrivant la taille des tableaux qui auront le type narray 𝑛.

Toutes cesabstractionspeuventalorsêtre représentées sur trois axesà l’aided’un
cube illustré en Figure 2.2.11 En généralisant ce cube à des calculs à plus de deux 11 : On ne représente sur le cube que les lan‑

gages mentionnés ici.sortes, on obtient la famille des Systèmes de Typage Purs12 [22, 23].
12 : Pure Type Systems.
[22] : BERARDı (1988), «Towards a mathema‑
tical analysis of the Coquand‑Huet calculus
of constructions and the other systems in Ba‑
rendregt’s cube»

[23] : TERLOUW  (1989), «Een nadere bewijs‑
theoretische analyse van GSTT’s»

Chaque forme d’abstraction ajoute de l’expressivité au langage mais affaiblit po‑
tentiellement ses garanties théoriques. Les langages fonctionnels ayant fait l’ob‑
jet d’une implémentation concrète et étant utilisés àunniveau industriel, comme
HAſKELL, peuvent difficilement être placés sur le cube, car leur système de ty‑
page inclut de nombreuses fonctionnalités pragmatiques ne correspondant pas
forcément à une extrémité du cube (types algébriques généralisés (GADT), poly‑
morphismeà laHıNDLEY‑MıLNER, etc.) ou s’éloignantd’une interprétation logique
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<latexit sha1_base64="JATnDCqeFN3ATggr61jiatZEozU="></latexit>

�!

<latexit sha1_base64="YPPTR56RPOPyrFJaTuVoKYEsC3Y="></latexit>

�P

<latexit sha1_base64="dcpzcqIZTpI66t/sFYzm7X+0aY0="></latexit>

�C

<latexit sha1_base64="1qh1TrSfl7gQwrXQ3ZhmqelK010="></latexit>

�2

<latexit sha1_base64="44IC9V1yOQGCYkwgcF3uiYq8Q4o="></latexit>

�→
FıG. 2.2 : Cube de BARENDREGT.

(non‑terminaison). Leur base théorique est cependant une restriction de 𝜆2 per‑
mettant de conserver la décidabilité du typage et l’inférence complète pour des
raisons pratiques. L’assistant de preuve COQ, quant à lui, contient une implémen‑
tation du langage situé sur le point du cube le plus éloigné de l’origine, 𝜆𝐶 ou le
Calcul des Constructions (CoC)13 [24]. Il possède par conséquent toutes les abs‑ 13 : Abréviation en partie à l’origine du nom

de l’assistant de preuve.
[24] : COQUAND et coll. (1986), «The calculus
of constructions»

tractionsprésentéesplus tôt en conservant une interprétation logique cohérente,
celle du calcul des prédicats intuitionniste.

2.1.3 Le Calcul des Constructions

La syntaxe du Calcul des Constructions ajoute deux constructions à celle du 𝜆‑
calcul simplement typé, le produit dépendant ou Π‑type et l’univers :

𝐴, 𝐵, 𝑡, 𝑢 ∶∶= 𝑥 | 𝜆𝑥 ∶ 𝐴. 𝑡 | 𝑡 𝑢 | Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 | □

Produit dépendant Le produit dépendant permet de décrire les types fonction‑
nels dépendants. En effet, dans le type flèche 𝐴 → 𝐵 du 𝜆‑calcul simplement
typé, le codomaine 𝐵 ne dépend pas lui‑même du domaine 𝐴, ces termes étant
définis tous deux en dehors de ce type fonctionnel. Dans un 𝜆‑calcul dépendant,
onutiliseunproduitdépendant Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 qui estun lieurà lamanièred’uneabs‑
traction. Ainsi, tout comme le corps 𝑡 d’une fonction 𝜆𝑥. 𝑡 est défini en fonction
de l’argument 𝑥 que l’on va lui fournir lors de son application, le codomaine 𝐵
d’unproduit dépendant peut dépendrede la variable liée 𝑥 sur laquelle il quanti‑
fie.14 En effet, l’interprétation logique du produit dépendant est la quantification 14 : Lorsque 𝐵 ne dépend pas de 𝑥, le fait

de nommer la variable est inutile, et on peut
alors employer la notation 𝐴 → 𝐵 comme
sucre syntaxique pour Π_ ∶ 𝐴. 𝐵.

universelle. Par exemple, en notant narray 𝑛 un tableau d’entiers naturels de
taille 𝑛, le terme construisant un tableau de taille 𝑛 en répétant une valeur don‑
née a le type suivant :

nreplicate ∶ Π𝑛 ∶ ℕ. ℕ → narray 𝑛

Le terme nreplicate a donc le type ℕ → narray 𝑛 pour tout entier 𝑛 fourni en
premier paramètre. Le terme nreplicate 4 0 représente le tableau ⟨0, 0, 0, 0⟩ de
type narray 4 . Ce quantificateur prend pleinement son sens logique lors de son
utilisation dans le type de propriétés à démontrer :

natpos ∶ Π𝑛 ∶ ℕ. 𝑛 ≥ 0

Univers et hiérarchie d'univers On remarque que les types ne sont plus une ca‑
tégorie syntaxique à part entière, mais bien des termes comme les autres, et en
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tant que tels, ils peuvent être manipulés comme des valeurs de première classe
dans le langage. Il s’agit d’un trait des langages à types dépendants. Étant des
termes comme les autres, il faut pouvoir écrire les types à gauche d’un jugement
de typage. C’est la raison de l’existence de l’univers□, qui est une sorte, c’est‑à‑
dire le type des types. Ainsi, on peut généraliser le type de tableaux narray et la
fonction associée nreplicate aux tableaux polymorphes :

array ∶ □ → ℕ → □
replicate ∶ Π𝐴 ∶ □. Π𝑛 ∶ ℕ. 𝐴 → array𝐴 𝑛

Comme les types d’un 𝜆‑calcul dépendant sont également des termes, la sorte
□ peut elle‑même être à gauche d’un jugement de typage. Or, le fait d’autori‑
ser □ ∶ □ brise la cohérence logique de la théorie : il s’agit du paradoxe de Gı‑
RARD [25], l’équivalent en théorie des types du paradoxe de RUſſELL15 de la théo‑ [25] : GıRARD (1972), « Interprétation fonction‑

nelle et élimination des coupures de l’arith‑
métique d’ordre supérieur»

15 : RUſſELL explique initialement le para‑
doxe dans une lettre envoyée à FREGE en
1902. Le contenu de la lettre sera ensuite pu‑
blié par ce dernier [26].

rie des ensembles, selon lequel il ne peut exister aucun ensemble contenant tous
les ensembles. Une solution est d’utiliser une version augmentée du Calcul des
Constructions appelée𝐶𝐶𝜔, dans laquelle chaque univers □𝑖 est annoté par un
entier naturel 𝑖 représentant son niveau.16 On peut ainsi postuler en toute sé‑

16 : Dans le reste de cette thèse, pour plus de
lisibilité, lorsqu’un niveau d’univers n’est pas
important dans le discours, nous le laissons
implicite et notons □.

curité que chaque univers est inclus dans le suivant, d’où le nom de hiérarchie
d’univers :

Γ ⊢ □𝑖 ∶ □𝑖+1

Règlesdetypage Les règlesde typagede𝐶𝐶𝜔 sontdisponibles enFigure2.3. La
règle LAM diffère de sa version simplement typée par le fait que le type de 𝑡 peut
à présent dépendre de la variable 𝑥, donc l’abstraction est typée par un produit
dépendant. Pour la même raison, la règle APP effectue maintenant une substitu‑
tion dans le type d’une application, afin d’instancier la variable liée 𝑥 dans le
codomaine 𝐵.

Γ ⊢ □𝑖 ∶ □𝑖+1
(SORT) 𝑥 ∶ 𝐴 ∈ Γ

Γ ⊢ 𝑥 ∶ 𝐴 (VAR)

Γ ⊢ 𝐴 ∶ □ Γ, 𝑥 ∶ 𝐴 ⊢ 𝑡 ∶ 𝐵
Γ ⊢ 𝜆𝑥 ∶ 𝐴. 𝑡 ∶ Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 (LAM)

Γ ⊢ 𝑡 ∶ Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 Γ ⊢ 𝑢 ∶ 𝐴
Γ ⊢ 𝑡 𝑢 ∶ 𝐵[𝑥 ∶= 𝑢] (APP)

Γ ⊢ 𝐴 ∶ □𝑖 Γ, 𝑥 ∶ 𝐴 ⊢ 𝐵 ∶ □𝑗
Γ ⊢ Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 ∶ □max(𝑖,𝑗)

(Pı) Γ ⊢ 𝑡 ∶ 𝐴 Γ ⊢ 𝐴 ≡ 𝐵
Γ ⊢ 𝑡 ∶ 𝐵 (CONV)

FıG. 2.3 : Typing rules for 𝐶𝐶𝜔

2.2 Un langagede programmation expressif

Plusieurs assistants de preuve, commeCOQou LEAN, sont basés sur des variantes
proches du Calcul des Constructions, mais effectuent des choix différents sur les
détails de leur formalisme sous‑jacent. Cette section détaille les choix majeurs
implémentés dans COQ concernant les univers et les types inductifs.
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2.2.1 Univers et polymorphisme

Bien qu’initialement introduits pour éviter le paradoxe de GıRARD etmaintenir la
cohérence de la théorie logique, les multiples univers présents dans une théorie
des types influencent son comportement et sa puissance logique, en fonction de
la nouvelle définition des règles de typage SORT et Pı.

Imprédicativité, cumulativité La hiérarchie d’univers de 𝐶𝐶𝜔 est dite prédica-
tive en raison de la règle de typage Pı. En effet, cette règle stipule qu’un produit
dépendant vit dans un univers plus grand que ceux de son domaine et de son
codomaine. Cela signifie que chaque quantification dans un terme fait augmen‑
ter son niveau d’univers, en fonction de l’univers du type sur lequel on quantifie.
L’assistant de preuve COQ implémente cette hiérarchie en représentant □𝑖 par
le terme Type@{i},17 mais il inclut également d’autres univers, dont un univers ℙ 17 : Dans de nombreux cas, on laisse l’uni‑

vers implicite et on écrit Type. Cette fonc‑
tionnalité appelée ambiguïté typique est pré‑
sentée avec les autres fonctionnalités d’infé‑
rence de COQ, en section 3.1.

représenté par le terme Prop appelé l’univers des propositions. Cet univers a la
particularité d’être imprédicatif, c’est‑à‑dire que lorsque le codomaine d’un pro‑
duit dépendant est ℙ, alors la règle Pı place le produit dépendant entier dans ℙ
quel que soit l’univers du domaine. Le comportement de cet univers dans le ty‑
page étant différent de celui des univers prédicatifs, on ne considère sa présence
que dans le premier prototype développé pendant cette thèse.

La règle SORT, quant à elle, définit la politique d’inclusion entre les univers. COQ
définit alorsuneversionsupplémentairede la règlepourdéfinir le comportement
de ℙ, mais également une autre règle dite de cumulativité, permettant d’inclure
un univers de la hiérarchie dans n’importe quel univers situé au‑dessus :

𝑖 < 𝑗
Γ ⊢ □𝑖 ∶ □𝑗

(CUMUL)

Cette généralisation de la règle SORT présentée en Figure 2.3 rend le calcul plus
flexible, mais elle rend également le raisonnement sur les niveaux d’univers plus
difficile du fait des nombreux cas supplémentaires qu’elle autorise.

Polymorphismed'univers Les règles de typagementionnant des niveaux d’uni‑
vers posent de fait des contraintes sur ces univers. Historiquement, dans COQ,
chaque occurrence d’un univers est associée à une variable globale qui repré‑
sente son niveau. Ces contraintes d’ordre entre les univers qui apparaissent lors
de la vérification du typage des termes sont alors stockées dans un graphe de
contraintes global qui doit toujours être valide, c’est‑à‑dire acyclique. En effet, on
ne cherche pas à déterminer un entier exact à affecter à chaque niveau d’univers,
mais la validité du graphede contraintes d’univers garantit l’existence d’une solu‑
tion, ce qui est suffisant pour maintenir la cohérence logique du développement
en cours. Par exemple, voici la définition d’un type et d’un constructeur pour ce
type :

Box ∶ □𝛼 → □𝛽

box ∶ Π𝐴 ∶ □𝛾. 𝐴 → Box𝐴

Les niveaux 𝛼, 𝛽 et 𝛾 sont alors contraints par toutes les utilisations de ces deux
constantes.18 Dans certains cas, cette façon de faire peut causer des erreurs de 18 : La définition même de box contient

uneoccurrencede Box , posant la contrainte
𝛾 < 𝛼 par les règles APP et CUMUL.

typage.
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Par exemple, l’identité peut conceptuellement être appliquée à n’importe quel
terme :

id ∶ Π𝐴 ∶ □𝛿. 𝐴 → 𝐴
idℕ 0 ∶ ℕ
id (ℕ → ℕ) (𝜆𝑛 ∶ ℕ. 𝑛) ∶ ℕ → ℕ

En revanche, dans cette théoriedes types, l’appliquer à elle‑mêmeest impossible.
En effet, si on applique l’identité à elle‑même, le premier paramètre de l’applica‑
tion est le paramètre de type qui doit vivre dans □𝛿. Or, ce paramètre est le type
de l’identité Π𝐴 ∶ □𝛿. 𝐴 → 𝐴. Son domaine est □𝛿 de type □𝛿+1 et son co‑
domaine est 𝐴 → 𝐴 de type □𝛿. Par la règle Pı, le type de l’identité vit donc
dans l’univers □𝛿+1 qui est supérieur à □𝛿. Par conséquent, il est impossible
d’appliquer l’identité à elle‑même.

Dans les termes qui n’exploitent pas un niveau d’univers en particulier mais la re‑
lation entre les différents univers au sein d’un même terme, une manière d’obte‑
nir le comportement souhaité est de considérer les univers comme des variables
liées. Ce faisant, on définit alors non pas une seule constante mais une famille
de constantes indexée par une liste d’univers liés que l’on nomme alors instance
d’univers. L’identitédevient le termesuivant, indexéparunevariabled’univers :

id𝑖 ∶ Π𝐴 ∶ □𝑖. 𝐴 → 𝐴

La versionbien typéede l’applicationde l’identité à elle‑mêmeest alors id𝑖+1 id𝑖.
On appelle cette fonctionnalité le polymorphisme d’univers [27], et on dit que [27] : SOZEAU et coll. (2014), «Universe poly‑

morphism in Coq»l’identité est une constante polymorphe sur les univers, soit univers-polymorphe.
Chaque occurrence d’une constante univers‑polymorphe est alors contrainte in‑
dépendamment dans le graphede contraintes d’univers, plutôt que globalement
dans le cas monomorphe.

Néanmoins, l’implémentation pratique du polymorphisme d’univers pose des
questionsalgorithmiquesnon triviales. La réponsechoisieparCOQn’estdoncpas
encore arrêtée et continue d’évoluer dans les versions actuelles du logiciel.

2.2.2 Types inductifs

Les langages de programmation de haut niveau offrent au développeur la pos‑
sibilité de déclarer des types de données personnalisés. Dans les langages fonc‑
tionnels statiquement typés, il s’agit traditionnellement des types algébriques,
voire des types algébriques généralisés. L’assistant de preuve COQ possède une
version des types algébriques étendue aux types dépendants et cohérente avec
la théorie logique, appelée types inductifs [28]. [28] : PAULıN‑MOHRıNG (1996), «Définitions In‑

ductives en Théorie des Types»

Définition et filtrage parmotif On considère par exemple la définition en COQ
du type inductif nat, correspondant au type théorique des entiers naturels ℕ
pris en exemple plus d’une fois précédemment :19 19 : Ce type serait déclaré de la manière sui‑

vante, en HAſKELL et en OCAML :

data Nat = O | S Nat
type nat = O | S of nat

Inductive nat : Type =
| O : nat
| S : nat ᆹባ nat.

Cette définition unique comporte la définition du constructeur de types nat, des
deux constructeurs O et S, ainsi que l’enregistrement de ces constantes dans des
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règles de typage et de réduction de COQ spécifiques aux types inductifs.20 La dé‑ 20 : La définition d’un type inductif inclut
également la définition de principes d’induc‑
tion sur ce type, présentés en fin de chapitre.

finition précédente affirme qu’une valeur de type nat est construite à partir de
l’un de ses deux constructeurs. Il est donc possible d’effectuer une disjonction de
cas sur toute valeur de type nat pour savoir quel est son constructeur de tête, en
faisant un filtrage par motif :

Fixpoint add (n1 n2 : nat) : nat =
match n2 with
| O ᇲቡ n1
| S n ᇲቡ S (add n2 n)
end.

Selon la correspondance de CURRY‑HOWARD, le filtrage représente également la
disjonction de cas de la théorie de la démonstration. Par conséquent, la règle de
typage du filtrage doit en vérifier l’exhaustivité, afin de rendre impossible l’oubli
d’un cas.21 COQ interdit donc la définition de fonctions partielles, tandis qu’un 21 : On peut même déclarer un type sans

constructeur. Comme il n’y a aucun moyen
d’obtenir une valeur de ce type d’une ma‑
nière constructive, ce type est alors un enco‑
dage de ⊥.

langage fonctionnel plus éloigné d’une interprétation logique donnerait simple‑
ment un avertissement du compilateur dans de tels cas. Le mot‑clé Fixpoint in‑
dique que la définition est récursive. Le 𝜆‑terme sous‑jacent utilise alors un opé‑
rateur de récursivité fix dont la règle de typage vérifie que les appels récursifs
sont structurellement décroissants, c’est‑à‑dire que l’on rappelle la fonction uni‑
quement sur des sous‑termes de l’argument de l’appel courant. Ceci permet d’au‑
toriser la récursivité tout en garantissant que tous les programmes terminent,
puisque la non‑terminaison correspond à une incohérence logique.

Ces fonctionnalités sont crucialesdans la justificationde la confiance supplémen‑
taire que l’on peut placer dans une preuve COQ par rapport à une preuve sur pa‑
pier. Toutefois, les termes considérés dans les parties suivantes de cette thèse ne
contiennent pas de filtrage, c’est pourquoi la section précédente traite unique‑
ment du cœur de la théorie, 𝐶𝐶𝜔, et le reste de cette thèse ne mentionne que
ponctuellement le filtrage.

Structuresdedonnées Les types inductifs permettentdedéfinir denombreuses
structures de données, y compris des encodages différents de mêmes concepts
mathématiques. Par exemple, voici un exemple d’encodage binaire des entiers
naturels :

Inductive bin_nat : Type =
| bO : bin_nat
| bpos : positive ᆹባ bin_nat.

Inductive positive : Type =
| pH : positive
| pI : positive ᆹባ positive
| pO : positive ᆹባ positive.

Le nombrebinaire est soit 0 représenté par bO, soit un nombre strictement positif
encodé en partant du bit de poids faible, pO représentant un 0, pI un 1, et pH le
premier 1 en tête de nombre, par lequel tout nombre commence puisque le cas
bO a été évacué. Voici quelques nombres binaires et leur représentation sous ce
format :

1 (0𝑏1) ↦ bpos pH
2 (0𝑏10) ↦ bpos (pO pH)
6 (0𝑏110) ↦ bpos (pO (pI pH))
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Il est possible d’utiliser les deux types nat et bin_nat pour représenter les en‑
tiersnaturels. Cettediversitéoffertepar l’assistantdepreuveest le cœurdesques‑
tions traitées pendant cette thèse.

On peut également définir des structures de données exploitant pleinement le
polymorphisme et les types dépendants. Par exemple, voici une définition des
listes chaînées et une fonction calculant la longueur d’une liste en COQ :

Inductive list (A : Type) : Type =
| nil : list A
| cons : A ᆹባ list A ᆹባ list A.

Fixpoint length (A : Type) (l : list A) : nat =
match l with
| nil _ ᇲቡ O
| cons _ _ l' ᇲቡ S (length l')
end.

Le type list prend un argument A dans sa définition, il s’agit donc d’un type
polymorphe : on peut construire des valeurs de type list nat, list (list nat),
list (nat ᆹባ nat), etc. Le fait que l’argument soit situé avant l’annonce de la
sorte dans laquelle vit le type inductif dans la tête de la définition (le caractère
:) en fait un paramètre, c’est‑à‑dire que tous les constructeurs listés en‑dessous
construisent invariablement des valeurs du type list A. Les types des construc‑
teurs contiennentdoncunequantificationsur leparamètre, laissée implicitedans
la définition du type inductif mais visible lors de son utilisation : les branches du
filtrage dans la définition de length incluent ce premier argument, sous forme
ignorée _ car il ne sert pas dans la construction de la valeur de sortie de la fonc‑
tion. En effet, les vrais types des constructeurs de list sont les suivants :

nil : forall (A : Type), list A
cons : forall (A : Type), A ᆹባ list A ᆹባ list A

Enfin, onpeutdéfinir des types inductifsdépendants, comme le typedesvecteurs
de taille fixe :

Inductive vec (A : Type) : nat ᆹባ Type =
| vnil : vec A O
| vcons : forall (n : nat), A ᆹባ vec A n ᆹባ vec A (S n).

Ici, le second argument à donner à vec afin d’obtenir un type est une valeur de
type nat correspondant à la longueur du vecteur. Comme cette valeur est située
dans le type de vec, après le caractère :, elle peut varier d’un constructeur à
l’autre. Il s’agit par conséquent d’un indice et non d’un paramètre. Le filtrage sur
une valeur v de type vec A n est alors un filtrage dépendant, puisqu’il effectue
à la fois une disjonction de cas sur le constructeur de tête de v et sur le construc‑
teur de tête de la valeur n située dans le type de v. De plus, le filtrage dépendant
permet d’éliminer des cas impossibles. Pour illustrer ce point, voici la définition
d’une fonction dépendante qui récupère une valeur en tête d’un vecteur :

Definition head (A : Type) (n : nat) (v : vec A (S n)) : A =
match v in vec _ m
return match m with O ᇲቡ nat | S _ ᇲቡ A end
with
| vnil _ ᇲቡ O
| vcons _ _ a _ ᇲቡ a
end.
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Cette fonction n’ayant pas de sens dans le cas d’un vecteur vide, elle n’est définie
que sur les vecteurs de type vec A (S n) pour un n donné. Le filtrage de COQ
permet de préciser dans quel type vit la valeur inspectée par une clause in et
dans quel type vit la valeur renvoyée en sortie du filtrage, par une clause return.
Dans le cas d’un filtragedépendant, onpeut faire dépendre le typede la valeur de
retour du type de la valeur inspectée. Dans le cas de head, on lie la taille du vec‑
teur à une variable m et on annonce que le filtrage renverra une valeur d’un type
qui dépendde la valeur de m. Si m vaut O, on renverra un entier naturel, sinonune
valeur de type A. Les cas du filtrage reflètent cette disjonction de cas dans le type
de retour, car la branche du vecteur vide renvoie l’entier O et l’autre branche ren‑
voie bien la valeur de tête a du vecteur, qui est bien de type A. Comme la valeur
v n’est jamais un vecteur vide, le filtrage ne prendra en réalité jamais la première
branche,mais elle doit être définie pour des raisons d’exhaustivité. Comme le cas
du vecteur vide est dépourvu de sens mais doit quand même être défini, on uti‑
lise pour ce cas dans la clause return un type de retour arbitraire mais trivial à
habiter, afin que la branche associée soit facile à remplir. Dans ce cas, nous choi‑
sissons nat et donnons l’habitant O. Grâce à la puissance expressive des types
dépendants, cette fonction est donc bien typée et le système de typage garantit
qu’elle ne pourra jamais être appliquée à des vecteurs vides.

Encodagedeconstructionssupplémentaires Les types inductifspermettentéga‑
lement d’implémenter dans COQ d’autres constructions fréquemment utilisées
en théorie des types. Voici des exemples de définitions pour le type produit × et
le type somme + :

Inductive product (A B : Type) : Type =
| pair : A ᆹባ B ᆹባ product A B.

Inductive sum (A B : Type) : Type =
| inl : A ᆹባ sum A B
| inr : B ᆹባ sum A B.

Une paire de type 𝐴 × 𝐵 est bien construite à l’aide d’une valeur de type 𝐴 et
une valeur de type 𝐵, et une somme de type 𝐴 + 𝐵 possède deux cas, soit une
valeur de type 𝐴, soit une valeur de type 𝐵.

Les types inductifs dépendants permettent également d’encoder des construc‑
tions plus avancées. Une paire dépendante Σ𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 est une paire (𝑥 ; 𝑏)
dans laquelle 𝑥 est une valeur de type 𝐴 et 𝑏 une valeur d’un type 𝐵 autori-
sé à dépendre de 𝑥. Une telle construction peut être considérée comme l’une
des constructions de base du langage étudié, au même statut que le Π‑type ou
l’abstraction par exemple, ou bien encodée grâce à des termes du langage. Dans
COQ, on peut représenter une paire dépendante par le type suivant :

Inductive sigma (A : Type) (B : A ᆹባ Type) : Type =
| dpair : forall (a : A), B a ᆹባ sigma A B.

Une paire dpair a b contient bien une valeur a de type A et une valeur b d’un
type B a qui dépend de a.

Une seconde construction avancée définissable grâce aux types inductifs dépen‑
dants est l’égalité, dans une version appelée égalité propositionnelle. On peut en
effet encoder une égalité 𝑥 = 𝑦 comme un terme eq A x y, où A représente le
type de x et y :

Inductive eq (A : Type) (a : A) : A ᆹባ Prop =
| refl : eq A a a.
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L’égalité n’a donc qu’un seul constructeur décrivant le fait que la seule valeur
possiblement égale à une valeur a est a elle‑même. Grâce au filtrage dépen‑
dant, dans une preuve contenant une hypothèse e de type eq A x y, lorsque
le typage l’autorise, le fait d’effectuer une disjonction de cas sur e expose le seul
cas possible, c’est‑à‑dire que y est exactement le terme x, dans le sens où ces
termes deviennent convertibles. Cette analyse de cas permet alors de remplacer
toutes les occurrences de y par x et les occurrences de e par refl A x. Inverse‑
ment, lorsqu’il faut prouver une propriété de type eq A x x, il suffit de fournir le
terme refl A x pour terminer la preuve. Puisque la conversion inclut les règles
de réduction du calcul, le constructeur refl peut être utilisé y compris lorsque
l’égalité présente deux termes syntaxiquement différents mais convertibles. Par
exemple, on peut utiliser refl pour prouver la propriété suivante, représentant
l’égalité 1 + 1 = 2 :

eq nat (add (S O) (S O)) (S (S O))

Le vérificateur de typage se charge alors d’effectuer le calcul pour vérifier que les
deux termes sont convertibles.

Enregistrements Grâce aux types inductifs, on peut également encoder les en-
registrements, présents dans de nombreux langages de programmation et utili‑
sés pour structurer les données. Voici la définition COQ d’un type représentant
des coordonnées positives en deux dimensions, sous la forme d’un enregistre‑
ment :

Record Coord = { x : nat; y : nat }.

Un enregistrement est alors défini en donnant une valeur à chaque champ :

Definition coord_origin =  x = O ; y = O .

La définition d’un type d’enregistrement est équivalente à la définition d’un type
inductif à un seul constructeur prenant un argument par champ présent dans
l’enregistrement, ainsi que deux fonctions de projection permettant d’extraire
chaque champ à partir d’un habitant du type fraîchement créé.

Inductive Coord : Type = BuildCoord : nat ᆹባ nat ᆹባ Coord.
Definition x (c : Coord) : nat = match c with BuildCoord x _ ᇲቡ x end.
Definition y (c : Coord) : nat = match c with BuildCoord _ y ᇲቡ y end.

Dans des langages de programmation non dépendants, on peut encoder un en‑
registrement par un tuple, puisqu’il s’agit simplement d’une construction per‑
mettant de réunir plusieurs valeurs dans unmême terme, en les nommant grâce
aux projections. Dans un contexte dépendant comme celui de COQ, un encodage
analogue des enregistrements requiert desΣ‑types. En effet, les enregistrements
étant en réalité des types inductifs, ils peuvent naturellement être polymorphes
ou dépendants, et chacun de leurs champs est autorisé à dépendre des champs
précédents. Cette fonctionnalité est exploitéedans la définitionde structuresma‑
thématiques dans l’assistant de preuve. Par exemple, unmonoïde est un type 𝑀
muni d’une opération associative ⋄ ∶ 𝑀 → 𝑀 → 𝑀 et d’un élément 𝑚0 ∶ 𝑀
neutre pour ⋄. En COQ, on peut représenter cette structure mathématique par
un type d’enregistrement qui, en vertu de la correspondance de CURRY‑HOWARD,
contient à la fois des données (les définitions de 𝑚0 et ⋄) et des propriétés22 22 : Aussi appelées lois.
(associativité de ⋄ et neutralité de 𝑚0 pour ⋄) :
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Record Monoid (M : Type) = {
mzero : M;
mconcat : M ᆹባ M ᆹባ M;
mconcat_assoc : forall (m1 m2 m3 : M),
mconcat m1 (mconcat m2 m3) = mconcat (mconcat m1 m2) m3;

mzero_neut_mconcat_l : forall (m : M), mconcat mzero m = m;
mzero_neut_mconcat_r : forall (m : M), mconcat m mzero = m

}.

Une instance de structure mathématique sur un type donné est donc une ins‑
tance du type d’enregistrement, ses données pouvant ainsi être utilisées dans
des programmes et ses propriétés dans des preuves. Cette approche diffère no‑
tamment de celle choisie par HAſKELL, dont la bibliothèque standard définit plu‑
sieurs structures, parmi lesquelles le monoïde, mais aussi le foncteur ou encore
la monade, seulement par leurs données [29]. En effet, HAſKELL n’étant pas uti‑ [29] : WADLER (1995), «Monads for functional

programming»lisé pour effectuer des preuves de manière interne au langage, le respect des
différentes lois des structures mathématiques dépend de la discipline de l’utili‑
sateur dans la définition des instances de ces structures. Il est alors possible de
définir des instances illicites qui, malgré leur utilité (ces structures fournissent
des abstractions utiles en programmation), rendent invalide tout raisonnement
impliquant les lois de la structure effectué sur un programme qui utilise ces ins‑
tances. Comme les lois sont directement dans le typed’enregistrement, toute ins‑
tance de structure définie en COQ est contrainte de les respecter, car sa définition
en inclut les preuves.

À partir d’une définition inductive, COQ génère et prouve automatiquement un
principe d’induction, c’est‑à‑dire un lemme utilisable dans les preuves pour ef‑
fectuer un raisonnement par induction sur une valeur de ce type inductif. Voici le
principe d’induction généré lors de la définition du type nat :23 23 : En réalité, un principe d’induction dis‑

tinct est généré pour chaque sorte existante
dans le calcul, afin de couvrir tous les codo‑
maines possibles pour la propriété P, mais
nousnenous intéressonsqu’à la versionpour
Type dans cette thèse.

Lemma nat_rect : forall (P : nat ᆹባ Type),
P O ᆹባ (forall (n : nat), P n ᆹባ P (S n)) ᆹባ forall (n : nat), P n.

On remarque que ce schéma d’induction décrit le traditionnel raisonnement par
récurrence sur les entiers naturels : si une propriété est vraie pour 0 et se trans‑
met de tout nombre à son successeur, alors elle est vraie pour tous les entiers. Le
schéma d’induction pour les listes est similaire, avec une hypothèse pour la liste
vide et une hypothèse pour l’ajout d’une valeur en tête de liste. Le type des listes
étant polymorphe, le principe d’induction généré l’est également :

Lemma list_rect : forall (A : Type) (P : list A ᆹባ Type),
P (nil A) ᆹባ (forall (a : A) (l : list A), P l ᆹባ P (cons A a l)) ᆹባ
forall (l : list A), P l.

Bonne formation et schémas d'induction Outre la présence des types dépen‑
dants, la différence majeure entre les types inductifs de COQ et les types algé‑
briques disponibles dans d’autres langages de programmation est que lors de
leur définition, l’assistant de preuve s’assure qu’il est possible de raisonner par
induction sur ces types. Cela signifie que l’on ne peut pas définir n’importe quel
type inductif dansCOQ.Parexemple, le type inductif suivant, dont les valeurs sont
construites àpartir d’une fonctionqui produit des valeurs dans cemême type, est
invalide en COQ :

Fail Inductive I : Type =
| K : (I ᆹባ I) ᆹባ I.
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En effet, toutes les occurrences de I dans le type de K ne sont pas covariantes,
et la définition de ce type inductif dans COQ permettrait de prouver le principe
d’induction suivant :

I_rect :
forall (P : I ᆹባ Type),
(forall (f : I ᆹባ I) (i : I), P (f i) ᆹባ P (K f)) ᆹባ

forall i : I, P i

Or, en instanciant P avec fun _ ᇲቡ False, il deviendrait possible de prouver ⊥
et ainsi casser la cohérence logique :

I_rect (fun _ ᇲቡ False) (fun _ _ F ᇲቡ F) (K (fun i ᇲቡ i)) : False

Par conséquent, COQ possède un vérificateur de positivité, c’est‑à‑dire un critère
de bonne formation des types inductifs, qui assure que la cohérence logique est
maintenue si tous les types inductifs le respectent.24 24 : Ce critère étant correct mais pas com‑

plet, il existe des types inductifs théorique‑
ment valides qui ne sont pas acceptés par
l’assistant de preuve.
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Cette section traite des différentes fonctionnalités faisant de COQ un véritable as-
sistant à la preuve. Il s’agit d’un aperçu partiel couvrant les éléments qui entrent
en compte dans la suite de cette thèse. Premièrement, COQ présente des fonc‑
tionnalités d’inférencepermettant à l’utilisateur de n’écrire quepartiellement les
termes et déléguer le reste du travail à l’assistant de preuve (§ 3.1). Deuxième‑
ment, le logiciel propose à l’utilisateur unmode preuvemuni d’un langage dédié,
afin qu’il soit possible de faire progresser une preuve pas à pas et en visualiser
l’état courant à tout moment, sans avoir à écrire les termes de preuve manuelle‑
ment (§ 3.2). Troisièmement, l’assistant de preuve fournit un moyen d’exploiter
facilement des relations d’égalité et plus généralement d’équivalence entre des
termes, afin qu’ils soient interchangeables d’une manière relativement transpa‑
rente (§ 3.3).

3.1 Inférence

La plupart des langages statiquement typés viennent avec des fonctionnalités
d’inférence : les langages à la HıNDLEY‑MıLNER [30, 31] en tête de file, leur base [30] : HıNDLEY  (1969), «The principal type‑

scheme of an object in combinatory logic»

[31] : MıLNER (1978), «A theory of type poly‑
morphism in programming»

théorique étant conçue dans l’objectif d’une inférence de type complète, mais
également les langages plus communs. Par exemple, dans les versionsmodernes
de C++, l’utilisation du mot‑clé auto permet de laisser le compilateur tenter de
trouver le type d’une variable ou le type de retour d’une fonction. Dans le cas
de COQ, le langage de programmation est extrêmement complexe, donc les sys‑
tèmesd’inférencedoivent être plus avancés. Dans cette section, nous présentons
diverses fonctionnalités permettant à l’utilisateur de laisser implicitement des
trous dans les termes lorsque certaines informations peuvent être inférées à par‑
tir des éléments qu’il fournit.

3.1.1 L'unification

La complexité du langage de COQ apporte une certaine verbosité dans les termes,
qui peut parfois s’apparenter à de l’obfuscation. Par exemple, voici un terme COQ
correspondant à la concaténation de deux listes d’entiers [1] ⋄ [2, 3], dans sa ver‑
sion brute présentée au chapitre précédent :

mconcat (list nat) (list_Monoid nat)
(cons nat (S O) (nil nat))
(cons nat (S (S O)) (cons nat (S (S (S O))) (nil nat)))

On suppose pour cela l’existence d’une instance demonoïde pour les listes dans
le contexte :

list_Monoid : forall (A : Type), Monoid (list A)
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Variablesd'unification La répétitiondu type nat 𝑛+1 foisdans la construction
d’une liste de 𝑛 valeurs semble superflue pour l’utilisateur, mais elle est néces‑
saire pour que le terme obtenu soit bien typé. L’information est effectivement re‑
dondante, puisqu’il suffit par exemple de donner systématiquement commepre‑
mier argument de cons le type de la valeur ajoutée en tête de liste, c’est‑à‑dire de
l’argument suivant. L’instanciationde list_Monoid à nat peut également être in‑
férée à partir du contexte. L’implémentation réelle de COQ possède un construc‑
teur de terme particulier appelé variable d’unification conçu spécialement pour
pouvoir laisser des trous dans les termes. L’exemple précédent peut alors être
noté ainsi :

mconcat _ (list_Monoid _)
(cons _ (S O) (nil _))
(cons _ (S (S O)) (cons _ (S (S (S O))) (nil _)))

Pour chaque trou laissédans le terme,COQcréeunevariabled’unification. Levéri‑
ficateur de typage doit alors résoudre tous les problèmes d’unification et remplir
les trous avant d’accepter le terme. Par exemple, le problème d’unification pour
la première liste est le suivant :

cons ?T (S O) (nil ?T) : list ?T

Grâce au type de S O, on peut inférer que ?T est le type nat et savoir que le reste
de la liste doit avoir le type list nat, ce qui déclenche le problème d’unification
suivant nil ?T : list nat. À la fin du processus d’inférence, toutes les annota‑
tions ont été ajoutées dans le terme sans l’aide de l’utilisateur.

Argumentsimplicites Les fonctionnalitésd’inférencedeCOQpermettentd’aller
au delà de la création explicite de variables d’unification en les laissant implicites.
En effet, comme le premier argument des constructeurs du type list, le para‑
mètre de type, est inférable à partir du contexte, on peut le rendre implicite en
utilisant une syntaxe particulière lors de la déclaration, ou bien en exécutant des
commandes COQ dédiées. Dans le cas d’un type inductif, il n’est pas forcément
souhaitable de rendre le paramètre implicite partout, car cela permettrait de dé‑
clarer des valeurs de type list sansmentionner ceparamètre, ce qui peut appor‑
ter de la confusion. Dans ce cas, on utilise alors les commandes suivantes pour
les constructeurs :

Arguments nil {_}.
Arguments cons {_}.

Ainsi, le constructeur de type list a toujours besoin d’un paramètre explicite,
mais une valeur de type list nat peut être construite en écrivant simplement
nil. On peut également déclarer implicite le paramètre de list_Monoid et le pa‑
ramètre de mconcat. L’exemple ci‑dessus devient alors le suivant :

mconcat list_Monoid
(cons (S O) nil)
(cons (S (S O)) (cons (S (S (S O))) nil))

Dans la définition d’une fonction polymorphe, on peut utiliser une syntaxe qui
indiqueque le paramètrepolymorpheest implicite. Ainsi, la têtede la déclaration
de la fonction length définie dans le chapitre précédent devient la suivante, où
les accolades déclarent un argument comme implicite :

Fixpoint length {A : Type} (l : list A) : nat.
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On écrit alors length l comme dans un langage non dépendant.

Dans le cadre des types dépendants, il estmême possible qu’une valeur soit infé‑
rable sans pour autant être un type. Par exemple, la fonction head récupérant la
tête d’un vecteur prend en argument un entier qui apparaît dans le type de l’ar‑
gument suivant, le vecteur dont on veut extraire la tête. Cet entier peut donc être
déclaré implicite et inféré pour chaque occurrence de head . Ainsi, on peut écrire
head (vcons 4 vnil) sans préciser aucune taille de vecteur, dans les construc‑
teurs du type vec comme dans la fonction head .

Notations Afin que les termes soient encore plus lisibles, COQ propose un sys‑
tème de notations ajoutant des cas à l’analyseur syntaxique pour associer une
syntaxe particulière à certains termes. Ces notations peuvent être infixes, avec
des priorités entre elles définies par l’utilisateur. La bibliothèque standard défi‑
nit notamment des notations sur l’arithmétique et les listes, afin d’obtenir des
termesdans une syntaxe très prochedes autres langages deprogrammation. Des
notations + et * sont associées aux opérations d’addition et de multiplication
sur les entiers naturels, et les constantes numériques peuvent être écrites natu‑
rellement en base 10. Une notation récursive est associée aux listes pour qu’elles
puissent être exprimées dans la syntaxe d’OCAML. Ainsi, l’exemple de cette sous‑
section devient le suivant :

mconcat list_Monoid [1] [2; 3]

Dans le reste de ce document, nous utiliserons des notations classiques de COQ,
telles que = pour l’égalité, * pour le produit, etc.

Coercions Classiquement, la programmation fonctionnelle statiquement typée
interdit pardéfaut lesplongements implicites entre les types.Unbooléennepeut
alors pas être utilisé dans une position où le typage attend un entier. Cependant,
l’assistant de preuve donne à l’utilisateur la possibilité de déclarer une fonction
comme coercion, c’est‑à‑dire fonction de plongement implicite. Dans ce cas, une
fonction nat_of_bool de type bool ᆹባ nat qui associerait true à 1 et false à
0 peut être déclarée comme coercion grâce à la commande suivante :

Coercion nat_of_bool : bool ብᇜባ nat.

Ainsi, toutproblèmede typage b : nat où b estunevaleurdans bool devientun
problème d’unification ?f b : nat où ?f est une coercion. COQ tente alors de
construire cette coercion, possiblement par transitivité. Ce mécanisme puissant
apporte une flexibilité supplémentaire dans la syntaxe mais augmente le risque
de faire valider un terme par le vérificateur de typage dans un cas où l’utilisateur
s’attendrait à une erreur de typage, le vérificateur insérant une coercion dénuée
de sens. Par exemple, on peut définir une coercion qui encode un entier naturel
par une paire d’entiers définissant son quotient et son reste dans une division
euclidienne par une constante donnée. Dans un tel cas, si l’utilisateur entre par
erreur unbooléendans un contexte oùunepaire d’entiers est attendue, COQpeut
composer les coercions et valider le terme, pouvant causer ultérieurement des
erreurs difficiles à tracer, alors qu’une erreur de typage indiquerait directement
le problème.
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Ambiguïté typique La majorité des exemples de termes COQ dans cette thèse
ne précise pas les niveaux d’univers. En effet, COQ possède une fonctionnalité ap‑
pelée ambiguïté typique permettant de les inférer automatiquement. Toutes les
contraintesd’universassociées sontalors vérifiéesavantdedéclarerque le terme
estbien typé.Dansdenombreuxcas, cette inférenceest suffisanteetdonneà l’uti‑
lisateur l’illusion que toute la hiérarchie d’univers prédicatifs n’est qu’un seul uni‑
vers, ce qui est plus naturel et rend plus facile l’apprentissage de COQ, bien qu’in‑
exact en théorie. En revanche, dans le cadre du polymorphisme d’univers, cette
inférence est imparfaite et doit parfois être désactivée et les annotations faites à
la main. Typiquement, lorsque que le développement inclut des raisonnements
circulaires dans lesquels un terme se contient lui‑même, il peut être nécessaire
d’activer le polymorphisme d’univers. Pour être certain de définir les termes aux
bons niveaux d’univers, on peut imposer une instance d’univers de façon stricte
et diminuer la portéede l’inférenced’univers. Dans cette thèse, l’implémentation
du prototype TRAKT utilise l’ambiguïté typique, mais celle du prototype TROCQ
précise de nombreux univers manuellement.

3.1.2 Inférence et polymorphismead hoc

Les différentes fonctionnalités d’inférence présentées ici prennent leurs informa‑
tions dans le contexte du problème d’unification, mais il est aussi possible de les
récupérer à partir d’une base de données au niveau méta alimentée par l’utilisa‑
teur. Ceci permet notamment d’implémenter le polymorphisme ad hoc dans cer‑
tains langages de programmation, c’est‑à‑dire la définition de certaines valeurs,
non pas en quantifiant universellement sur un type comme c’est le cas pour le
polymorphisme général présenté précédemment, mais pour un sous‑ensemble
fini de types. Ainsi, on peut utiliser une opération générique sur n’importe quel
habitant d’un type contenu dans ce sous‑ensemble, et le témoin d’appartenance
est inféré par le système de typage.

Classesdetypes Lamanière laplus répandued’implémenter lepolymorphisme
ad hoc est l’utilisation de classes de types. Il s’agit de structures dont on peut
enregistrer les instances comme habitants canoniques de leur type. D’une façon
similaire à HAſKELL [32] ou SCALA [33], COQ possède cette fonctionnalité [34], il [32] :HALL et coll. (1996), «Typeclasses inHas‑

kell»

[33] : OLıVEıRA et coll. (2010), «Type classes as
objects and implicits»

[34] : SOZEAU et coll. (2008), «First‑class type
classes»

suffit pour cela d’utiliser le mot‑clé Class en tête de déclaration de la structure.
Si lemonoïde est défini commeune classe de types, on peut alors enregistrer des
instances en les déclarant avec lemot‑clé Instance . On peut alors définir des no‑
tations introduisant des problèmes d’inférence qui seront résolus automatique‑
ment à l’aide de la base de données d’instances de la classe de types :

Notation "x ኄኅ y" = (@mconcat _ _ x y).

Ici, le premier trou est le type déclaré commemonoïde, et le second trou est l’ins‑
tance de type Monoid _.

Il est également possible de déclarer des fonctions au niveau des types qui fa‑
briquent des instances canoniques de classes de types à partir d’autres instances.
Par exemple, si deux types 𝐴 et 𝐵 sont des monoïdes, alors le type produit
𝐴 × 𝐵 en est un également. La tête de la définition en COQ est la suivante :

Instance product_Monoid {A B : Type}
`{MA : Monoid A} `{MB : Monoid B} : Monoid (A * B).
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Cette méthode d’inférence permet d’utiliser de façon fiable une véritable géné‑
ricité dans la syntaxe. Par exemple, grâce à cette notation et la déclaration de
list_Monoid comme fonction canonique de fabrication d’instances demonoïdes
sur des listes, l’exemple de la sous‑section précédente s’écrit de la manière sui‑
vante, soit exactement la même syntaxe que la notation mathématique :

[1] ኄኅ [2; 3]

Certaines difficultés demeurent, comme le problème analogue de l’héritage en
losange en programmation orientée objet, où une instance peut être inférée par
plusieurs chemins, ou bien l’inférence de termes complexes dans le cadre des
typesdépendants,une instancepouvantêtre indexéeparautrechosequ’un type.

Structures canoniques Les structures mathématiques sont définies comme un
type appelé type porteur, muni de données particulières (valeurs et/ou opéra‑
tions) liées à ce type, ainsi que de lois portant sur ces données. Une façon d’en‑
coder ces structures dans un langage de programmation est d’utiliser un type
enregistrement contenant les opérations et les lois, et d’utiliser le type porteur
comme paramètre de cet enregistrement pour le rendre polymorphe, comme
c’est le cas dans la définition de Monoid dans le chapitre précédent. Pour gagner
en automatisation, on peut alors transformer ce type enregistrement en classe
de types.

Une autre solution est de placer le type porteur directement dans la structure, en
tant que premier champ. Comme les enregistrements sont dépendants, la défi‑
nition des autres champs n’en est pas affectée. Cette solution est la voie choisie
par la bibliothèque MATHCOMP [35], comme le montre la structure eqType repré‑ [35] : MAHBOUBı et coll. (2021),Mathematical

Componentssentant les typesmunis d’une égalité décidable. Voici une déclaration similaire à
celle qui en est faite dans la bibliothèque :1

1 : La déclaration réelle expose une com‑
plexité qu’il est inutile de présenter ici. No‑
tamment, elle fait appel à une autre biblio‑
thèque, HıERARCHYBUıLDER [36], qui automa‑
tise la créationde structures imbriquées, non
abordée dans cette thèse.

Record eqType : Type = {
carrier : Type;
eq_op : carrier ᆹባ carrier ᆹባ bool;
eq_op_equality : forall (x y : carrier), x = y ቪᇁባ eq_op x y = true

}

On peut dans ce cas définir la première projection comme une coercion, permet‑
tant ainsi d’écrire despreuvesqui quantifient enapparence sur une instancede la
structure, mais réellement sur le type porteur. Afin de retrouver les fonctionnali‑
tés des classes de types, COQ propose unmoyen de déclarer des structures cano-
niques2 [37] pour résoudre automatiquement le problème d’unification suivant, 2 : Il s’agit aussi du nom de la fonctionnalité.

[37] : MAHBOUBı  et coll. (2013), «Canonical
structures for the working Coq user»

avec T un type concret et ?E une variable d’unification que COQ doit remplir
avec la bonne structure :

T ≡ carrier ?E

Onpeut alors définir des notations génériques, comme ᇴሇ pour eq_op, utilisable
pour n’importe quelle instance d’ eqType . Par exemple, dans le lemme suivant,
les valeurs T1 et T2 apparaissant dans le type de u et v cachent des coercions
implicites vers leur type porteur, et on utilise la notation générique pour eq_op
sur ces valeurs :3 3 : Ici, .1 est une notation pour une fonction

générique définie sur les produits permet‑
tant d’en extraire la première composante.Lemma pair_eq1 : forall (T1 T2 : eqType) (u v : T1 * T2),

u ᇴሇ v ᆹባ u.1 ᇴሇ v.1.

Ici, u.1 ᇴሇ v.1 est donc en réalité eq_op T1 u.1 v.1, l’inférence de structures
canoniques ayant rempli le terme automatiquement.
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3.2 Tactiques et automatisation

L’inférence présentée dans la section précédente rend le langage de COQ plus
flexible donc plus facile à écrire pour l’utilisateur. Ce qui en revanche fait de COQ
un véritable assistant de preuve est l’exploitation de l’inférence dans un mode
preuve affichant à l’utilisateur l’état courant de la preuve jusqu’à ce qu’elle soit
terminée, lui permettant d’identifier plus facilement la prochaine action à effec‑
tuer. Ces actions sont représentées par des commandes spécifiques au mode
preuve appelées tactiques. Ainsi, la preuve progresse pas à pas sans que l’utili‑
sateur n’ait à écrire les termes de preuve à la main, et la preuve finale vient sous
la forme d’un script dans ce langage de tactiques appelé LTAC [38], plus lisible et [38] : DELAHAYE (2000), «A tactic language for

the system Coq»plusproched’unepreuve surpapier. Certaines tactiques fontplusqu’effectuerun
pas de preuve et construisent des preuves entières d’énoncés contenus dans un
certaine théorie qu’elles savent traiter, offrant ainsi une véritable automatisation
des preuves. Cette section présente lemode preuve et ces tactiques avancées.

3.2.1 Lemodepreuve

Lors d’une définition, après avoir écrit la tête de la définition contenant le nom
et le type du terme à déclarer, on peut donner ce terme sous forme brute comme
nous l’avons fait plus tôt dans les exemples ou bien entrer dans le mode preuve
avec le mot‑clé Proof. Le type du terme que l’on déclare devient alors un type à
habiter appelé but. La preuve s’effectue en exécutant une série de tactiques qui
génèrent chacune un terme de preuve. Chaque terme de preuve est donné à COQ
et fait progresser plus ou moins la preuve selon son type. Si son type n’est pas
convertible au but, alors la tactique échoue et l’utilisateur doit changer de stra‑
tégie ou annuler la preuve. Si son type est convertible au but, alors on regarde
s’il contient des variables d’unification. S’il n’y a aucune variable d’unification, la
preuve est terminée. Dans le cas contraire, chaque variable d’unification est un
trou qui reste à remplir pour terminer la preuve : COQ crée donc un sous‑but par
variable d’unification et demande à l’utilisateur de prouver tous les sous‑buts. La
tactique primitive reflétant exactement ce comportement est refine, mais cette
présentation dumode preuve se concentre sur des tactiques plus proches du rai‑
sonnement logique.

Illustrons lemode preuve en analysant la preuve du lemme suivant dans COQ :

Theorem length_append {A : Type} : forall (l1 l2 : list A),
length (append l1 l2) = length l1 + length l2.

Tout d’abord, voici une définition de la fonction de concaténation de listes :

Fixpoint append {A : Type} (l1 l2 : list A) : list A =
match l1 with
| nil ᇲቡ l2
| cons a l ᇲቡ cons a (append l l2)
end.

L’état initial de la preuve est le suivant, représenté par des hypothèses en haut et
le but à prouver en bas :

A : Type
forall (l1 l2 : list A), length (append l1 l2) = length l1 + length l2

Dans un premier temps, on peut utiliser la tactique intros 4 pour passer sous les 4 : intros l1 l2.
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quantificateurs et introduire dans le contexte deux listes l1 et l2.

A : Type
l1, l2 : list A

length (append l1 l2) = length l1 + length l2

Eneffet, pourprouverqu’unepropriété est valide sur toutepairede listes, onpeut
nommer ces valeurs et prouver la propriété spécialisée à ces valeurs, c’est‑à‑dire
en instanciant les quantificateurs.

Ensuite, comme lapropriété àprouver est liée aux longueursde ces listes, onpeut
faire une disjonction de cas sur l1 avec la tactique destruct.5 COQ divise alors 5 : destruct l1 as a l].
la preuve en deux sous‑cas, l’un dans lequel la liste a été remplacée par une liste
vide, et l’autre dans lequel la liste a été remplacée par une liste a ᅭᆃ l.

A : Type
l2 : list A

length (append nil l2) = length nil + length l2
(G1)

A : Type
a : A
l : list A

length (append (a ᅭᆃ l) l2) = length (a ᅭᆃ l) + length l2
(G2)

Dans le premier sous‑but G1, comme dans le cas d’une liste vide, la longueur
est nulle d’après la définition de length, l’addition est la seconde valeur et la
concaténation est la seconde liste d’après la définitiond’append, le but est conver‑
tible à length l2 = length l2. Par conséquent, il suffit d’appliquer la tactique
reflexivity qui termine la preuve en indiquant à COQ qu’il s’agit d’une égalité
triviale. Cet appel de tactique est équivalent à l’application du constructeur de
l’égalité refl par la tactique exact.6 Cette tactique permet d’appliquer un terme 6 : exact (refl (length l2)).
de preuve exprimé dans le langage de COQ. Grâce à la tactique apply,7 il est aussi 7 : apply refl.
possible de signaler à COQ qu’il suffit d’appliquer refl à un argument, et laisser
l’inférence se chargerde trouver cet argument. Ceci apporteplusde lisibilitédans
le script de preuve final. La variante eapply 8 ajoute de la flexibilité en autorisant 8 : Et en général, les tactiques préfixées par

un e.COQ à ajouter des variables d’unification dans le cas où l’inférence ne trouve pas
le bon argument, mais elle n’est pas nécessaire ici.

Pour prouver le sous‑but G2, qui devient alors le seul but restant, on peut effec‑
tuer un pas de réduction avec la tactique simpl 9 pour voir que la présence de a 9 : simpl.
correspond à une incrémentation des longueurs de part et d’autre de l’égalité.

A : Type
a : A
l, l2 : list A

S (length (append l l2)) = S (length l + length l2)

On remarque alors que le but est impossible à prouver en l’état. En effet, à la diffé‑
rence de l’ajout de a : A dans le contexte et de S devant les deux côtés de l’éga‑
lité (que l’on peut supprimer à l’aide de la tactique f_equal), la preuve est dans le
même état que l’état initial. Cette boucle est symptomatique de l’utilisation d’un
raisonnement trop faible. Ici, il faut utiliser un raisonnement par induction sur
la liste au lieu d’une simple disjonction de cas. Le premier cas G1 ne change pas
car il est le cas de base de l’induction, mais le second G2 devient un cas inductif
avec une hypothèse d’induction dans son contexte. On utilise alors la tactique
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induction 10 à la place de destruct. 10 : induction l1 as a l IHl].

A : Type
a : A
l, l2 : list A
IHl : length (append l l2) = length l + length l2

length (append l l2) = length l + length l2

Grâceà l’hypothèsed’induction,ondisposede l’élémentnécessairepourconclure
la preuve. Le script de preuve final est le suivant :

Theorem length_append {A : Type} : forall (l1 l2 : list A),
length (append l1 l2) = length l1 + length l2.

Proof.
intros l1 l2.
induction l1 as a l IHl].
- reflexivity.
- simpl. f_equal. exact IHl.

Qed.

Les sous‑buts créés par la tactique induction sont présentés sous la formed’une
liste à points, pour plus de lisibilité mais aussi afin d’indiquer à COQ que l’on
se concentre d’abord sur l’un, puis sur l’autre. Les appels à simpl peuvent être
laissés dans le script si l’étape de réduction contribue à une preuve plus facile à
comprendre pour un humain qui la réexécuterait pas à pas, mais ces appels ne
sont pas strictement nécessaires puisque le typage de COQ inclut la conversion.
L’étape initiale d’introduction d’éléments dans le contexte peut aussi être faite
avant la preuve, dans la tête de la définition :

Theorem length_append {A : Type} (l1 l2 : list A) :
length (append l1 l2) = length l1 + length l2.

Enfin, la preuve se conclut par la mention Qed, ligne qui lorsqu’elle est exécutée
envoie le terme de preuve global au noyau pour une seconde vérification avant
l’enregistrement de la déclaration. Il existe une subtilité dans la fermeture du
mode preuve : le mot‑clé Qed rend la preuve opaque. Cela signifie qu’après la
déclaration, le type de l’énoncé prouvé est bien considéré comme habité, et le
témoin est le terme déclaré, mais sa définition, c’est‑à‑dire le terme de preuve,
est en fait inaccessible, comme s’il avait été oublié par l’assistant de preuve. Ce‑
ci peut avoir un intérêt pour distinguer les preuves à caractère calculatoire des
preuves purement logiques pour lesquelles on ne souhaite pas voir COQ intro‑
duire des termes à rallonge dans le but lors d’une réduction ambitieuse. Si l’on
souhaiteexposer le termedepreuve,on le rend transparent en refermant lemode
preuve avec le mot‑clé Defined.

Dans lamajorité des cas, les déclarations d’ordre calculatoire se font en program‑
mant le terme, car ce mode est plus naturel, et les preuves s’effectuent en mode
preuvepour lamêmeraison.Cependant, la frontièreentre lesdeuxn’estpasnette.
Avec les types dépendants, unepreuvepeut dépendrededonnées et unedonnée
peutdépendred’unepreuve. Lemeilleurmodepour effectuer la déclarationn’est
doncpas toujours évident. Pouruncontrôlemaximal sur le termedepreuvegéné‑
ré, il peut être intéressant voire nécessaire11 de fournir manuellement les termes 11 : C’est notamment le cas de certaines

preuves dans le deuxième prototype déve‑
loppé dans cette thèse, TROCQ, présenté en
§ III.

depreuve,aminimapartiellement enutilisant la tactique exact enmodepreuve
pour fournir des sous‑termes bruts et sélectionner les parties déléguées à l’infé‑
rence de COQ.
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3.2.2 Tactiques de preuve automatique

Le mode preuve apporte à l’utilisateur un niveau d’abstraction par‑dessus le 𝜆‑
calcul de COQ dans la confection de preuves, mais il peut aussi être utilisé pour
les automatiser. En effet, les tactiques reçoivent l’état courant de la preuve et
renvoient un terme justifiant la transition vers un nouvel état de preuve, qui est
l’état final si le terme est suffisant pour terminer la preuve. Les tactiques présen‑
tées plus tôt sont utilisées pour effectuer des pas de preuve atomiques,mais rien
n’empêche le développement de tactiques plus avancées, capables de réduire
des preuves à une seule ligne dans le script de preuve.

Certaines tactiques effectuent alors de la recherche de preuve en sélectionnant
des lemmes dans le contexte ou dans des bases de données dédiées. C’est le
cas de la tactique auto dans la bibliothèque standard, mais également d’outils
nettement plus complexes comme lesmarteaux, inspirés du greffon SLEDGEHAM‑
MER [39] pour l’assistant de preuve IſABELLE/HOL [8]. Les marteaux commencent [39] : BÖHME et coll. (2010), «Sledgehammer :

judgement day»

[8] : NıPKOW et coll. (2002), Isabelle/HOL : a
proof assistant for higher-order logic

par exécuter une procédure de filtrage du contexte global pour sélectionner les
lemmes accessibles les plus pertinents pour la preuve à effectuer. Ils envoient en‑
suite ce contexte ainsi que le but à prouver à des prouveurs automatiques, et dé‑
terminent le sous‑contexte minimal nécessaire pour faire la preuve. Ce contexte
minimal est ensuite donné à une procédure de reconstruction qui effectue de
nouveau la preuve, cette fois au sein de l’assistant de preuve. Le représentant de
cette famille d’outils dans l’écosystème COQ est le projet COQHAMMER [40]. [40] : CZAJKA  et coll. (2018), «Hammer for

Coq : Automation for dependent type theo‑
ry»D’autres tactiques sont des implémentations de procédures de décision, des al‑

gorithmes capables de prouver automatiquement des énoncés dans une théorie
donnée. Par exemple, la tactique lia [17] de la bibliothèque standard est l’implé‑ [17] : BEſſON (2006), «Fast Reflexive Arithme‑

tic Tactics the Linear Case and Beyond»mentation d’une procédure de décision pour l’arithmétique linéaire sur les en‑
tiers. Elle permet de prouver en un seul appel de tactique n’importe quel énoncé
qui appartient à cette théorie. Un autre exemple est le projet SMTCOQ [41] qui [41] : EKıCı et coll. (2017), «SMTCoq : A Plug‑In

for Integrating SMT Solvers into Coq»connecte COQ à des solveurs SMT. Le but à prouver est d’abord encodé dans le
langage SMT‑LIB [42], un format d’entrée classique pour cette famille de solveurs,

[42] : BARRETT et coll. (2010), «The SMT‑LIB
Standard : Version 2.0»puis le problème est donné à un solveur SMT instrumenté pour fournir une trace

desonexécutiondonnantdes indices sur lamanièredeprouver lebut. Cette trace
est ensuite donnée à une procédure de reconstruction dans COQ, qui fabrique le
terme de preuve pour le but initial.

Un exemple de preuve où une tactique d’automatisation peut être utilisée est la
preuve d’une instance de l’enregistrement Monoid pour nat :

Definition nat_Monoid : Monoid nat.

La tactique econstructor permetd’appliquer le constructeurde l’enregistrement
sans le nommer, en créant des variables d’unification pour tous les champs. L’in‑
férence attend alors plus d’information de la part de l’utilisateur pour remplir ces
variables. Ici, on souhaite remplir les champs un par un manuellement, donc on
transforme ces variables d’unification en sous‑buts avec la tactique unshelve .12 12 : unshelve econstructor.
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Initialement, ces buts mentionnent les variables d’unification :

?mzero : nat
(G1) ?mzero : nat

?mconcat : nat ᆹባ nat ᆹባ nat
(G2)

?mzero : nat
?mconcat : nat ᆹባ nat ᆹባ nat

forall (a b c : nat),
?mconcat a (?mconcat b c) = ?mconcat (?mconcat a b) c

(G3)

?mzero : nat
?mconcat : nat ᆹባ nat ᆹባ nat

forall (m : nat), ?mconcat ?mzero m = m
(G4)

?mzero : nat
?mconcat : nat ᆹባ nat ᆹባ nat

forall (m : nat), ?mconcat m ?mzero = m
(G5)

En se focalisant tour à tour sur chaque sous‑but dans l’ordre des champs de l’en‑
registrement, à chaque étape, on prouve un sous‑but sans variable d’unification.
On choisit de déclarer un monoïde basé sur l’addition comme accumulateur et
le zéro comme valeur neutre. On donne donc ces deux valeurs avec la tactique
exact.13 Les trois derniers sous‑buts deviennent alors les suivants : 13 : exact 0. / exact add.

forall (a b c : nat), a + (b + c) = (a + b) + c
(G3)

forall (m : nat), 0 + m = m
(G4)

forall (m : nat), m + 0 = m
(G5)

Le sous‑butG3peut êtreprouvéà lamainpar induction sur les entiers,mais si l’on
remarquequ’il tombedans la théorie de l’arithmétique linéaire, onpeut déléguer
intégralement la preuve à la tactique lia.14 Enfin, les deux derniers sous‑buts 14 : lia.
sontdespropriétés classiques sur les entiersnaturels, prouvéesdansdes lemmes
de la bibliothèque standard. Dans ces cas, un outil d’automatisation tel que lia
n’est pas nécessaire, mais peut simplifier le script de preuve. En effet, on peut
préciser surquelsbutsonsouhaiteappliquerune tactiqueenpréfixant l’appelpar
les numéros des buts ciblés, lamention all permettant d’appliquer la tactique à
tous les buts restants. On peut donc dès le troisième sous‑but clore la preuve en
une ligne appelant lia sur tous les champs restants.15 Le script de preuve final 15 : all: lia.
est donc le suivant :

Definition nat_Monoid : Monoid nat.
Proof.
unshelve econstructor.
exact 0. exact add.
all: lia.

Defined.

On remarque que la preuve se conclut par Defined car on souhaite pouvoir ex‑
traire de ce terme la définition de mzero et mconcat à une fin calculatoire.
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3.3 Réécriture et transfert de preuve

Une autre catégorie demanipulations fréquemment effectuées dans les preuves
mathématiques est la réécriture, c’est‑à‑dire la substitutionde valeurs, structures
mathématiques, etc., identifiées comme étant similaires. Dans les preuves for‑
melles, on doit donner à ce concept de similarité une définition formelle, afin de
justifier auprès dunoyaude l’assistant depreuve le passagede l’état initial à l’état
substitué. L’égalité est un exemple de relation pouvant être utilisée pour repré‑
senter cette notion de similarité. Par exemple, lors de la résolution d’un système
d’équations, isoler une variable dans l’une des équations permet de l’exprimer,
avec une égalité, en fonction de toutes les autres, et la remplacer par cette nou‑
velle expression dans toutes les autres équations, permettant ainsi de diminuer
la taille du problème.

Dans la pratique desmathématiques, des relations d’équivalence plus générales
que l’égalité peuvent être utilisées pour représenter la similarité entre les objets.
Ce raisonnement à équivalence près donne une grande liberté dans les preuves
concernant la représentation des objets mathématiques. Par exemple, en fonc‑
tion du contexte et de la preuve à réaliser, il peut être intéressant de voir un en‑
tier naturel à travers le prisme d’un encodage unaire ou d’un encodage binaire,
mais les résultats obtenus sur les entiers unaires peuvent naturellement être ex‑
ploités dans des preuves sur les entiers binaires, et inversement, car ces deux
encodages sont équivalents. Dans une preuve COQ, la situation n’est pas aussi
simple, car les relations d’équivalence doivent être formalisées et le système de
typage est moins flexible. En effet, dans le cadre des types dépendants, rempla‑
cer un type par un autre n’est pas anodin et peut rendre un terme mal typé. Le
fait de rendre une preuve effectuée avec un encodage d’un objet mathématique
disponible dans le contexte d’un autre encodage de cet objet est appelé trans-
fert de preuve, et il s’agit d’une tâche non triviale bien que transparente sur une
preuve papier. Cette section traite du fonctionnement de la réécriture et de son
extension au transfert de preuve dans COQ.

3.3.1 Réécriture

L’égalité de COQ, représentée par le type inductif eq, est basée sur le principe
d’identité des indiscernables, attribué à LEıBNıZ,16 selon lequel l’égalité corres‑ 16 : D’où le nom d’égalité de LEıBNıZ.
pond au fait que les deux éléments se comportent de lamêmemanière dans tous
les contextes. Formellement, cettepropriété se traduit par le principed’induction
de l’égalité : si unepropriétéest vraiepour x et x = y, alors lamêmepropriétéest
vraie pour y. Voici le type du principe d’induction eq_rect dans la bibliothèque
standard de COQ :17 17 : Dans le cas précis du type eq, le principe

d’induction utilisé par défaut dans COQ est
non dépendant, c’est‑à‑dire que la propriété
P nequantifie pas aussi sur une preuve d’éga‑
litémais uniquement sur la valeur de l’indice
de type A.

eq_rect : forall (A : Type) (x : A) (P : A ᆹባ Type),
P x ᆹባ forall (y : A), x = y ᆹባ P y

Ce termepeutalors êtreutilisépour fairede la réécrituredansunbut.Onsuppose
que l’on souhaite effectuer une réécriture entre deux valeurs y et x de type A à
partir d’uneégalité e : x = y entre les deux termes. Il suffit pour celad’abstraire
dans le but les occurrences de y , pour obtenir un prédicat de type A ᆹባ Type,
qui sera précisément l’argument P du principe d’induction de l’égalité. Le terme
eq_rect A x P ?px y e est alors une preuve du but, avec une variable d’unifica‑
tion ?px correspondant à un nouveau but P x, c’est‑à‑dire le même but dans le‑
quel les occurrences sélectionnées de y ont été remplacées par x.
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La tactique permettant d’effectuer des réécritures en utilisant eq_rect comme
basedu termedepreuve sous‑jacent est rewrite. Elle prendenparamètre le sens
de la réécriture (x vers y ou y vers x), la preuve d’égalité qui la justifie, ainsi que
des indications éventuelles sur les occurrencesque l’on souhaite réécrire et celles
que l’on souhaite laisser intactes,18 ou le terme dans lequel on veut réécrire (par 18 : Par défaut, la tactique essaie de réécrire

la valeur partout où il est possible de le faire.défaut, le but). L’équivalent en tactiquedu termedepreuvede réécriture est donc
rewrite ᆹባ e ou rewrite e.

3.3.2 Prolongement à l'équivalence

Grâce à la réécriture telle que présentée ci‑dessus, on peut exploiter des égalités
dans des preuves COQ. Cependant, il existe d’autres situations dans lesquelles
on effectuerait une réécriture dans une preuve papier, en n’exploitant pas une
égalité mais une autre relation d’équivalence. En effet, COQ définit des tactiques
reflexivity, symmetry et transitivity, permettant respectivement d’appliquer
refl, de retourner une égalité et de couper une preuve d’égalité en deux, en pas‑
sant par une égalité avec un troisième terme. Or, les propriétés de réflexivité,
symétrie et transitivité sont communes à toutes les relations d’équivalence. Par
conséquent, COQ est équipé d’une fonctionnalité de réécriture généralisée [43] [43] : SOZEAU (2009), «A New Look at Genera‑

lized Rewriting in Type Theory»qui étend ces tactiques ainsi que la tactique rewrite à des setoïdes [44], c’est‑

[44] : BARTHE et coll. (2003), «Setoids in type
theory»

à‑dire des types munis d’une relation d’équivalence. Par exemple, on considère
l’équivalence propositionnelle ቪᇁባ, soit une implication dans les deux sens entre
deux propositions dans Prop. Cette relation est une équivalence sur Prop, il est
donc possible de déclarer Prop comme un setoïde avec cette relation. Grâce à la
réécriture généralisée, on peut alors prouver A ቪᇁባ C avec transitivity et des
preuves de A ቪᇁባ B et B ቪᇁባ C, pour une proposition B bien choisie.

Bienqu’étendueaux setoïdes, la réécriture s’appliqueuniquementàdes relations
d’équivalence, donc des relations homogènes. La réécriture dans les types est
donc un acte fragile, car elle peut modifier des types dans un énoncé mais pas
les valeurs qui habitent ces types. En effet, on peut lier les encodages unaires
et binaires des entiers naturels nat et bin_nat, déclarés en § 2.2.2, par une re‑
lation d’équivalence au niveau des types, mais la relation ne peut s’étendre à
d’éventuelles valeurs dans ces types qui pourraient être présentes dans un but.
Par exemple, on considère le but suivant :

forall (n : nat), 0 ᆨᆪ n

Ici, on ne peut réécrire nat en bin_nat sans toucher au reste du but, car les oc‑
currences de n changent de typedans le processus. Dans ce cas, on abesoind’un
moyen de lier la relation d’ordre ᆨᆪ à un équivalent sur bin_nat, et les constantes
O et bO entre elles, afin de transférer l’entièreté du but depuis nat vers bin_nat.
Cette opération globale est appelée transfert de preuve et peut être utilisée pour
porter des preuves existantes ou reformuler des buts, le long de preuves d’équi‑
valence.

Le projet COQEAL [45] permet de travailler avec des relations hétérogènes, qui [45] : COHEN et coll. (2013), «Refinements for
Free!»peuvent être utilisées pour relier plusieurs représentations d’unmême objetma‑

thématique, en particulier une représentation adaptée à la preuve de proprié‑
tés sur l’objet et une représentation plus performante pour exprimer des pro‑
grammesutilisant l’objet.Onparlealorsde raffinement. Cegreffon fonctionnesur
des relations fonctionnelles hétérogènes,mais effectue du transfert uniquement
sur des termes clos sans quantificateurs. Le reste de cette thèse explore diffé‑
rentes options de transfert de preuve, d’abord dans un objectif de pré‑traitement
des buts avant passage d’une tactique de preuve automatique (§ II), puis dans
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l’objectif de pousser plus loin différentes approches récentes basées sur la pa-
ramétricité [13], offrant un niveau de généralité maximal incluant les types dé‑ [13] : REYNOLDſ  (1983), «Types, Abstraction

and Parametric Polymorphism»pendantsmais introduisant parfois des axiomes demanière sous‑optimale (§ III).
La dernière partie traite de l’implémentation de tels techniques de transfert de
preuve dans COQ (§ IV).
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Lemodepreuve rendpossible l’automatisation des preuves en permettant à l’uti‑
lisateur d’exécuter des tactiques pour générer des termes de preuve à sa place.
Les scripts de preuve sont alors écrits dans le langage de tactiques LTAC qui per‑
met de chaîner des appels de tactiques et structurer la preuve. Les tactiques sont
écrites dans unméta‑langage, le choix exact n’ayant pas d’importance pour COQ
puisque les tactiques peuvent être vues comme des fonctions d’un état de la
preuve à un autre. La seule contrainte sur la tactique est qu’elle doit pouvoir four‑
nir un terme de preuve COQ enmesure d’être vérifié par le noyau par la suite.

Plusieursméta‑langages sontdisponiblesdansCOQ, chacunayantdes atoutspar‑
ticuliers : LTAC, OCAML, METACOQ, LTAC 2, COQ‑ELPı, etc. Le langage LTAC possède
des fonctionnalités d’inspection de l’état courant de la preuve et de création de
termes COQ, ce qui en fait un méta‑langage utilisable pour écrire des tactiques.
Leméta‑langage le plus primitif estOCAML, puisqu’il s’agit du langageutilisé pour
l’implémentation de COQ lui‑même. Les interactions avec COQ se font alors avec
l’API internedumodepreuveet onmanipule les termesCOQdans leur représenta‑
tion interne, ce qui donne une liberté maximale mais expose toute la complexité
de COQ au méta‑programme. Le projet METACOQ [46] permet de manipuler des [46] : SOZEAU et coll. (2020), «The MetaCoq

Project»termes COQ directement dans COQ. Il est donc utile lorsque l’on souhaite certifier
le méta‑programme, par exemple en prouvant sa complétude. Le langage LTAC
2 [47] a pour objectif d’être un méta‑langage syntaxiquement proche de LTAC, [47] : PÉDROT  (2019), «Ltac2 : tactical war‑

fare»tout en y ajoutant des fonctionnalités auxquelles on s’attend dans un langage
moderne, telles qu’un systèmede typageouunmoyendedéclarer des structures
de données. Tous les développements réalisés pendant cette thèse ont été effec‑
tués dans le méta‑langage COQ‑ELPı [16], présenté dans ce chapitre. Nous nous [16] : TAſſı  (2018), «Elpi : an extension lan‑

guage for Coq (Metaprogramming Coq in the
Elpi 𝜆Prolog dialect)»

intéressons d’abord à ses fonctionnalités puis à l’outillagequi l’accompagnepour
interagir avec COQ.

4.1 Unméta-langage logique pour COQ

En réalité, le greffon COQ‑ELPı est une extension autour d’un langage appelé EL‑
Pı [48]pour en faireunméta‑langagecompletpourCOQ.Cette sectionprésente ce [48] : DUNCHEV et coll. (2015), «ELPI : Fast, Em‑

beddable, 𝜆Prolog Interpreter»langage et les différentes fonctionnalités qui le rendent intéressant dans le cadre
de la méta‑programmation pour COQ. On étudie également la manière de repré‑
senter des termes COQ en ELPı.

4.1.1 Unhéritage de la programmation logique

Le langage ELPı fait partie d’une famille de langages appelés langages logiques.
Ce paradigme de programmation s’est développé dans la deuxième partie du
XXème siècle avec l’avènement de son représentant le plus célèbre, PROLOG [4]. [4] : COLMERAUER et coll. (1973), «Un système

de communication homme‑machine en fran‑
çais»

L’objet de base d’un tel langage est le prédicat et les programmes ont une inter‑
prétation logique dans un sous‑ensemble de la logique du premier ordre.



4 Méta-programmation pour COQ avec COQ‑ELPı 38

Fonctionnement d'un programme logique Plutôt qu’une série d’instructions à
exécuter, unprogramme logiqueest représentépar unebasede connaissances et
une requête. La base de connaissances est une liste de déclarations de faits (pré‑
dicats vrais inconditionnellement) et de règles (prédicats vrais si un ensemble de
prémisses est vrai). Chaque déclaration d’un prédicat est appelée une instance
de ce prédicat, et peut avoir des arguments qui sont soit des atomes (valeurs
constantesdebasedu langage, comme lesnombresou les chaînesde caractères),
soit des variables, c’est‑à‑dire des emplacements nommés qui ne contiennent
pas encore de valeur concrète.1 1 : On les note en commençant par une ma‑

juscule.
La requête est une liste d’instances de prédicats que l’on souhaite rendre vraies.
Unmoteur d’inférence explore ensuite la base de connaissances pour vérifier s’il
existe une solution. Pour chaque prédicat à rendre vrai, on parcourt les instances
de ce prédicat dans la base de connaissances. Pour chaque instance, on tente
d’unifier syntaxiquement la tête de l’instance (le fait ou la conclusion de la règle)
avec le prédicat à rendre vrai dans la requête. Si l’unification réussit, on remplace
ce prédicat dans la requête par le corps de l’instance (les conditions pour que la
règle soit vraie), qui doit alors aussi réussir pour que la requête ait une solution.
Si l’unification échoue, on passe à l’instance suivante. Si toutes les options sont
épuisées, alors la requête ne peut pas être satisfaite.

Les langages logiques sont donc dits déclaratifs, car on décrit le problème et la
caractérisation d’une solution plutôt que la procédure de calcul de cette solution.
Plus précisément, ELPı est une implémentation de 𝜆PROLOG [49], une extension [49] : MıLLER  et coll. (1987), A logic pro-

gramming approach to manipulating formu-
las and programs

dePROLOGy ajoutant des𝜆‑termes (les prédicats se comportent commedes fonc‑
tions), des quantificateurs et un opérateur d’implication.

Exemple Illustrons le fonctionnement d’ELPı avec un encodagedu𝜆‑calcul sim‑
plement typé, présenté en § 2.1.2.

kind lterm type.
type abs (lterm ᆹባ lterm) ᆹባ lterm.
type app lterm ᆹባ lterm ᆹባ lterm.

Lecodeci‑dessusdéclareunnouveau type lterm représentant les𝜆‑termes, avec
deux constructeurs, abs pour l’abstraction et app pour l’application. Il s’agit d’un
encodage en HOAS (Higher Order Abstract Syntax [50]), c’est‑à‑dire que les va‑ [50] : PFENNıNG et coll. (1988), «Higher‑Order

Abstract Syntax»riables du langage sont les variables ELPı et les fonctions (l’argumentde abs) sont
les fonctions ELPı.

On peut définir un type ELPı pour représenter les types simples de ce𝜆‑calcul :

kind ltype type.
type arrow ltype ᆹባ ltype ᆹባ ltype.

De lamêmemanière, le cas de la variable de type est représenté par une variable
ELPı. À partir de ces déclarations, on peut implémenter un prédicat de typage,
prenant un terme du calcul et renvoyant un type simple.

pred type-of i:lterm, o:ltype.
type-of (app T1 T2) B :-

type-of T1 (arrow A B),
type-of T2 A.

type-of (abs F) (arrow A B) :-
pi a\ type-of a A ᇲቡ type-of (F a) B.
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Lapremière lignedéclare le typeduprédicat, enprécisant si chaqueargumentest
une entrée ou une sortie. Chaque instance reflète une règle de typage du calcul,
la tête de l’instance représentant la conclusion de la règle et le corps de l’instance
ses prémisses. On remarque que le cas de l’abstraction utilise les opérateurs pi
et ᇲቡ, représentant respectivement la quantification universelle et l’implication.
En effet, comme l’abstraction est représentée par une méta‑fonction, afin d’ins‑
pecter le corps de cette fonction, on doit lui fournir un argument. L’opérateur
pi introduit alors localement une variable a appelée constante universelle. Le
terme F a est alors le corps de l’abstraction dans lequel la variable liée est a. On
vérifie ensuite que ce terme aun type B,mais cela n’est possible que si l’on donne
un type à la variable a fraîchement introduite. Le rôle de l’implication est l’exten‑
sion de contexte et correspond exactement à cette situation : on ajoute l’hypo‑
thèse que a est de type A dans le contexte d’exécution du prédicat à droite de la
flèche. Ainsi, dans l’exécution de type-of (F a) B, lorsque l’on cherchera le type
de a, l’hypothèse que l’on a fournie sera une instance supplémentaire du prédi‑
cat type-of permettant de donner un type à cette variable. La règle VAR→ qui fait
intervenir le contexte est alors implicite puisqu’elle exploite le contexte d’ELPı.

Règles de gestion de contraintes Une fonctionnalité cruciale d’ELPı est le lan‑
gage des règles de gestion de contraintes [51] (CHR). Elle permet de complexifier [51] : FRÜHWıRTH  (1994), «Constraint Hand‑

ling Rules»le flotde contrôledesprogrammesELPı, enautorisant legeldecertaines requêtes
sur une variable, c’est‑à‑dire leur mise en attente jusqu’à ce que la variable en
question prenne une valeur concrète. On met en attente une requête R sur une
liste de variables L en appelant le prédicat suivant :

declare_constraint R L

Au delà du gel des requêtes, il est possible de déclarer des règles permettant de
détecter la présence simultanée d’un ensemble de requêtes gelées et exécuter
du code ELPı. Par exemple, on considère un prédicat binaire p1 et un prédicat
unaire p2. On peut déclarer une règle de gestion de contraintes commune à ces
deux prédicats de la manière suivante :

constraint p1 p2 {
rule (p1 X Y) \ (p2 1) | Cond ᇺቡ Code.

}

La règle se déclenche dès qu’il existe simultanément dans l’ensemble des prédi‑
cats gelés une instancede p1 appliquée àdeux valeurs arbitraires et une instance
de p2 appliquée à la constante 1 . Lorsque la règle se déclenche, la condition
Cond est testée pour savoir si le code de la règle (représenté par la variable Code)
doit être exécuté. Si la condition réussit, le code est exécuté; sinon, on inspecte
les autres règles. Le caractère \ permet de supprimer des requêtes en attente
une fois la règle exécutée : tous les prédicats situés à gauche de ce caractère sont
maintenus, tous ceux à droite sont supprimés. Il est tout à fait possible d’écrire
une règle qui ne supprime aucun prédicat identifié ou une règle qui les supprime
tous.

4.1.2 Encodagedes termes COQ

Le greffon COQ‑ELPı connecte ELPı à COQ en définissant des prédicats internes
écrits en OCAML permettant de donner aux développeurs ELPı l’accès à l’API de
l’assistant de preuve, afin d’interagir avec directement depuis le méta‑langage.
Lorsque le corps d’un prédicat est écrit en OCAML, il est nécessaire de définir un
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moyen de passer des valeurs OCAML aux valeurs ELPı et inversement. Chaque
structure de donnéemanipulée doit alors avoir une représentation dans les deux
langages, en particulier les termes COQ.

Le𝜆‑calcul de COQ est encodé par un type ELPı term , dont voici les constructeurs
utilisés dans cette thèse :

type sort sort ᆹባ term.
type fun name ᆹባ term ᆹባ (term ᆹባ term) ᆹባ term.
type prod name ᆹባ term ᆹባ (term ᆹባ term) ᆹባ term.
type app list term ᆹባ term.
type global gref ᆹባ term.
type pglobal gref ᆹባ univ-instance ᆹባ term.

Présentons ces constructeurs dans l’ordre.

Tout d’abord, les sortes sont encodées par un constructeur sort. On distingue
un cas sort prop permettant d’encoder l’univers imprédicatif ℙ et un autre cas
sort (typ I) qui encode l’univers prédicatif □𝑖 en associant 𝑖 à I à l’aide d’un
autre type ELPı représentant les univers.

Ensuite, les encodages des lieurs Π et 𝜆 sont respectivement les constructeurs
prod et fun. Il s’agit ici également d’un encodage en HOAS, où les lieurs utilisent
des méta‑fonctions. Il n’y a par conséquent pas de cas pour les variables liées
ni pour les variables d’unification. Les variables liées sont représentées par des
constantes universelles comme dans l’exemple du 𝜆‑calcul simplement typé ci‑
dessus, et les variables d’unification sont représentées par des variables ELPı.2 2 : Un terme à trous dans COQ est par consé‑

quent également un terme à trous en ELPı.Ces deux cas sont notoirement difficiles à traiter dans les encodages plus clas‑
siques des termes COQ, car leur manipulation est délicate. En effet, ces variables
n’ont de sens que dans un contexte donné. Pour ne pas avoir à prendre les noms
des variables liées en compte dans le raisonnement, on privilégie les encodages
rendant syntaxiquement égaux les termes 𝛼‑équivalents. Ainsi, les encodages
communs du 𝜆‑calcul représentent les variables liées par des indices de DE BRUı‑
JN [52], c’est‑à‑dire un constructeur var𝑛 où 𝑛 est un entier naturel représen‑ [52] : DEBRUıJN (1972), «Lambda calculus no‑

tation with nameless dummies, a tool for au‑
tomatic formula manipulation, with applica‑
tion to the Church‑Rosser theorem»

tant la distance au lieur dont ce constructeur pointe la variable. Dans ce cadre,
les lieurs sont représentés simplement par le type de la variable liée et le terme
lié. Par exemple, si l’on note lam le constructeur qui encode 𝜆 et A l’encodage
d’un type 𝐴, l’identité 𝜆𝑥 ∶ 𝐴. 𝑥 est encodée par lam A var1, et l’encodage de
𝜆𝑥 ∶ 𝐴. 𝜆𝑦 ∶ 𝐴. 𝑥 est lam A (lam A var2). L’encodage HOAS choisi par COQ‑ELPı
est un autre moyen de représenter les termes modulo 𝛼‑équivalence.3 En effet, 3 : Les premiers paramètres de type name

des lieurs sont simplement présents pour
des raisons d’affichage mais ne sont pas pris
en compte dans l’unification d’ELPı.

l’utilisation d’une méta‑fonction fixe la position du lieur auquel la variable fait
référence, et a même l’avantage sur les indices de DE BRUıJN qu’il est impossible
qu’unevariable échappeà saportée, tandisque sans implication supplémentaire
du système de typage duméta‑langage, un indice de DE BRUıJN peut a priori être
plus élevé que le nombre de lieurs présents dans le terme. De plus, l’abstraction
de termes ou la réduction exigent une certaine rigueur dans les décalages d’in‑
dices, tandis que ces opérations sont triviales en ELPı.

Concernant les constructeurs restants, on remarque que l’application est 𝑛‑aire
pour refléter le type OCAML des termes COQ, et les constantes sont représentées
par deux constructeurs différents en fonction de leur polymorphisme d’univers.
Les noms des constantes sont encodés dans un type gref 4 qui possède trois cas, 4 : Pour global reference.
pour représenter les constructeurs de types inductifs (indt), les constructeurs de
termes dans ces types inductifs (indc) et le reste des définitions (const). D’autres
constructeurs de termes sont disponibles, comme match ou fix, mais ne sont
pas abordés dans cette thèse.
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Voici un exemple de terme COQ et son encodage en ELPı :5 5 : On suppose ici que A est un type inductif
univers‑monomorphe et u un univers nom‑
mé.fun (X : Type@{u}) (f : Type@{u} ᆹባ A) ᇲቡ f X

fun `X` (sort (typ «u»)) x\
fun `f` (prod `_` (sort (typ «u»)) _\ global (indt «A»)) f\
app [f, x]

Un outil COQ‑ELPı reçoit et envoie les termes COQ (arguments des commandes,
buts à prouver, termes de preuve, etc.) dans ce format.

4.2 Uneboîte à outils

Au delà des fonctionnalités offertes par le langage ELPı et de l’encodage haut ni‑
veau des termes COQ, le greffon COQ‑ELPı fournit de nombreux points d’entrée
vers l’API de COQ, par exemple pour chercher la définition d’un terme dans le
contexte COQ dans lequel s’exécute le méta‑programme, faire des appels au véri‑
ficateur de typage ou encore créer de nouvelles définitions. On peut également
créer des bases dedonnéespour stocker des termes auniveauméta ainsi quedes
commandes et tactiques pour interagir avec l’assistant de preuve, faisant d’ELPı
un outil complet de méta‑programmation.

Dans cette section, on prendra l’exemple simple d’une fonctionnalité d’affichage
de termes, c’est‑à‑dire l’association à chaque type d’une fonction qui crée une
chaîne de caractères à partir d’une valeur de ce type. Pour cela, le langage HAſ‑
KELL utilise une classe de types Show et inclut une fonctionnalité de dérivation
d’instances pour les nouveaux types de données avec le mot‑clé deriving :

class Show a where
show ᅭᆃ a ᆹባ String

data Maybe a = Just a | Nothing
deriving Show

On peut obtenir cette fonctionnalité en COQ grâce à une base de données sto‑
ckant les fonctions d’affichage propres à chaque constante et une commande
permettant de générer de nouvelles fonctions à partir des fonctions existantes
et de la déclaration d’un type.

4.2.1 Bases de données

En COQ‑ELPı, une base de données est une banque d’instances de prédicats. On
peut en effet utiliser un prédicat commemoyen de regrouper des données ou les
associer entre elles. Dans notre cas, on veut associer à des constantes des fonc‑
tions COQ permettant de les afficher. On peut utiliser un prédicat show prenant
en argument deux constantes, l’une pour le type à afficher, l’autre pour la fonc‑
tion d’affichage.



4 Méta-programmation pour COQ avec COQ‑ELPı 42

Création d'une base de données La création d’une base de données COQ‑ELPı
se fait avec la commande Elpi Db, à laquelle on donne le nomde la base de don‑
nées ainsi qu’un bloc de code déclarant les différents prédicats représentant les
données que l’on va y stocker par la suite. Par exemple, voici la déclaration d’une
base de données destinée à contenir des instances de fonctions d’affichage :

Elpi Db show.db lp:{{
pred show o:gref, o:constant.

}}.

Ici, show.db est le nom de la base de données. On remarque que le premier ar‑
gument peut être n’importe quelle constante (type inductif, constructeur, défi‑
nition) tandis que le second est forcément une définition, puisqu’il s’agit d’une
fonction dont le codomaine est string.

Ajout d'informations L’ajout d’une instance du prédicat show dans la base de
données se fait avecunprédicat interne àCOQ‑ELPı appelé coq.elpi.accumulate.
Il prend divers arguments permettant de préciser la base de données dans la‑
quelle stocker l’instance, à quel endroit dans cette base plus précisément, etc.,
ainsi que l’instance en question. Ainsi, si l’utilisateur déclare un terme show_nat
comme fonction d’affichage pour le type nat, il est possible de l’ajouter à la base
de données show.db avec la requête suivante dans COQ‑ELPı :

global Nat = {{ nat }},
global (const ShowNat) = {{ show_nat }},
coq.elpi.accumulate _ "show.db" (clause _ _ (show Nat ShowNat))

La syntaxe {{ ⋅ }} est l’opération de réification permettant d’utiliser la syntaxe
COQ au sein d’un programme COQ‑ELPı, le terme étant ensuite traduit en ELPı.
L’opération inverse, permettant d’écrire un terme exprimé dans le méta‑langage
au milieu d’un terme COQ et de l’évaluer pour obtenir un terme entièrement ex‑
primé en COQ, est accessible par la syntaxe lp :{{ ⋅ }} . Naturellement, dans un
greffon abouti pour COQ, l’utilisateur n’est pas contraint d’écrire ce code ELPıma‑
nuellement pour peupler une base de données. Il utilisera plutôt une commande
COQmise à disposition par le développeur du greffon. Ceci présente aussi l’avan‑
tage d’ajouter une indirection entre l’entrée utilisateur et le code demodification
concrète de la base de données, par exemple pour vérifier que les termes fournis
par l’utilisateur en argument de la commande sont bien typés et correspondent
bien au format des données que l’on souhaite stocker.

Requêtes dans la base de données Une fois que l’utilisateur a rempli la base de
données avec les informations souhaitées, n’importe quel codeCOQ‑ELPı connec‑
té à la base peut l’exploiter en faisant des requêtes. Comme les données sont
représentées par des instances de prédicats, effectuer une requête revient à ap‑
peler un prédicat de la base de données. Si l’instance recherchée existe, alors le
prédicat réussit, sinon il échoue.

4.2.2 Création de commandes et tactiques

L’intérêt principal d’un méta‑langage pour COQ est de permettre le développe‑
ment d’outils pour interagir plus efficacement avec COQ, c’est‑à‑dire des com‑
mandes et des tactiques. Les commandes permettent d’enregistrer des données,
de chercher et afficher des informations, et d’automatiser des déclarations. Les
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tactiques permettent d’effectuer une preuve plus rapidement qu’en laissant l’uti‑
lisateur la faire seul, en exécutant des algorithmes implémentés dans le méta‑
langagepour automatiser les étapesde la preuve. Dans le casde l’exempledonné
plus tôt, on souhaite avoir une commande pour enregistrer des fonctions d’affi‑
chage et une commande permettant d’en générer de nouvelles.

Commandes Une commande permettant à l’utilisateur de déclarer des fonc‑
tions d’affichage peut être la suivante :

Show Declare nat show_nat.

Le rôle principal de cette commande est de remplacer l’appelmanuel au prédicat
interne coq.elpi.accumulate. On la déclare comme ceci :

Elpi Command Show.
Elpi Accumulate Db show.db.
Elpi Accumulate lp:{{
main [str "Show", str "Declare", trm T, trm F] :- % ᅰᆆ.

}}.

Après avoir connecté la commande à la base de données, on donne le prédicat
principal de la commande, avec les argumentsqu’elle attendet le codeàexécuter
lorsqu’elle est appelée. Ici, la variable T contiendra le terme correspondant au
type pour lequel on souhaite ajouter une fonction d’affichage. Cette fonction est
alors représentée par la variable F. Ce prédicat principal fait appel au prédicat
interne coq.elpi.accumulate,mais il peut vérifierpréalablementque T et F sont
bien typéspar exemple, voireque F abien le typed’une fonctiond’affichagepour
T. De cette manière, on est certain que la base de données contient des données
bien formées à tout instant.

Une commande peut être déclarée d’une façon similaire pour générer une fonc‑
tion d’affichage sur un type inductif I à partir de sa définition. On appelle alors
un prédicat interne coq.env.indt pour récupérer la déclaration, donnant entre
autres le type du constructeur de type I et des constructeurs de valeurs dans I.
Ensuite, la fonction peut être générée en inspectant ces types syntaxiquement.
Une fois la fonction d’affichage construite, on peut appeler le prédicat interne
coq.env.add-const pour déclarer ce terme comme une constante show_I par
exemple.

Tactiques La créationd’une tactique avecCOQ‑ELPı se fait grâce à la commande
suivante, où t est le nom de la tactique :

Elpi Tactic t.

Tout comme les commandes, une tactique a un prédicat principal,6 que l’on défi‑ 6 : Dans le cas des tactiques, il s’appelle
solve.nit en accumulant du code ELPı, après avoir connecté la tactique aux différentes

bases de données auxquelles son code fait appel :

Elpi Accumulate lp:{{
solve InitialGoal NewGoals :- % ᅰᆆ.

}}.

Le prédicat solve prend le but initial et doit renvoyer une liste de buts contenant
le but associé qui reste à prouver ainsi que les éventuelles obligations de preuve
que la tactique laisse derrière elle.
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Le but initial est représenté par une valeur du type ELPı goal, contenant à la fois
le contexte du but, le type à habiter pour le prouver, ainsi que les différents ar‑
guments passés à la tactique. Ce type goal contient également des variables de
type term représentant les preuves à appliquer pour prouver le but. Ce sont ini‑
tialement des variables indéfinies et toute contrainte d’unification qui leur est
appliquée se traduit par une action sur le terme de preuve dans COQ. Toucher di‑
rectement ces termes est donc un acte délicat, mais une API est disponible dans
COQ‑ELPı pour agir sur le terme de preuve d’une façon contrôlée. Dans le cadre
de cette thèse, nous n’utilisons que la fonction refine qui effectue essentielle‑
ment la même action que la tactique COQ du même nom, c’est‑à‑dire appliquer
un terme de preuve à trous, les trous représentant les nouvelles obligations de
preuve. COQ vérifie que le terme à trous est bien typé pourvu que l’utilisateur les
remplisse par la suite.



TRAKT :
TRANSFERTDE PREUVE
PAR CANONISATION



Introduction

Les procédures de décision qui permettent d’automatiser les preuves d’énoncés
contenus dans une théorie sont définies de façon abstraite, à l’aide des objets
mathématiques présents dans la signature de cette théorie, c’est‑à‑dire la liste
des symboles appartenant à la théorie ainsi que les différentes équations qui
la régissent. Or, dans l’assistant de preuve COQ, il est possible de modéliser un
même objet mathématique de différentes manières, comme le montre la défini‑
tion des types inductifs nat et bin_nat en § 2.2.2. Cette diversité dans les repré‑
sentations des objetsmathématiques est disponible à la fois pour le développeur
de tactiques et l’utilisateur de l’assistant de preuve.7 Ainsi, lors de l’implémenta‑ 7 : Pour ce dernier, elle est importante, car

certaines preuves se font plus facilement
avec certaines représentations.

tion d’une procédure de décision pour COQ, le développeur effectue un choix de
représentation pour chacun des symboles de la théorie concernée. La tactique
d’automatisation, fruit de cette implémentation, est alors initialement biaisée en‑
vers l’une des représentations : si l’utilisateur se sert des mêmes structures de
données que le développeur de la tactique pour représenter la théorie, alors la
procédure de décision peut s’exécuter normalement et fournir l’automatisation
attendue; dans le cas contraire, la tactique ne reconnaît pas les différents sym‑
boles, ce qui la rend incapable de remplir son rôle correctement.

Afin d’augmenter la compatibilité des buts avec les procédures de décision, une
solution est d’ajouter une phase de pré‑traitement entre ces buts et les tactiques
associées. Un énoncé pré‑traité idéal exprimerait tous les symboles de la signa‑
ture d’une théorie avec des termes définis à l’aide de la même structure de don‑
nées, celle qui est reconnue par la tactique d’automatisation que l’on souhaite
exécuter après le pré‑traitement. Les diverses représentations que l’on peut trou‑
ver dans les énoncés doivent par conséquent toutes converger vers la signature
cible. Les énoncés pré‑traités sont alors exprimés sous une forme canonique qui
maximise les chances de réussite de la tactique d’automatisation qui s’exécute
ensuite. Afin de remplacer le but d’origine par le but pré‑traité, il est nécessaire
de prouver que le second implique le premier. En effet, si l’on souhaite prouver
𝐺′ quand COQ attend une preuve de 𝐺, il faut appliquer la règle du modus po-
nens à l’aide d’une fonction de type 𝐺′ → 𝐺, qui effectue le remplacement de
but.

Cette partie présente TRAKT8 [12], un greffon pragmatique de pré‑traitement de 8 : L’implémentation est disponible dans le
dépôt :

https://github.com/ecranceMERCE/trakt

[12] : BLOT et coll. (2023), «Compositional pre‑
processing for automated reasoning in de‑
pendent type theory»

buts pour COQ dont l’objectif est de permettre à plus d’énoncés d’être prouvés
par des implémentations existantes de procédures de décision. Nous y présen‑
tons tout d’abord la spécification de l’outil de pré‑traitement souhaité et nous
situons les outils existants par rapport à cet objectif (§ 5). Ensuite, nous présen‑
tons dans le détail le pré‑traitement effectué par TRAKT sur le plan théorique (§ 6).
Enfin, nous faisons le bilan de cet outil, en le positionnant par rapport à un éco‑
système d’outils de pré‑traitement dans COQ, et en identifiant les perspectives
d’amélioration (§ 7).

https://github.com/ecranceMERCE/trakt
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Le cadre du pré‑traitement d’énoncés dans COQ est large, et la nature des réécri‑
tures effectuées dépend de la procédure de décision que l’on souhaite exécuter
après le pré‑traitement, ainsi que de la flexibilité de l’implémentation de cette
procédure de décision. Nous restreignons ce cadre à la canonisation des énon‑
cés, c’est‑à‑dire l’exploitation d’équivalences entre des types et des opérations
dans une réécriture du but, afin qu’il utilise lamême implémentation de la signa‑
ture d’une théorie que celle choisie par le développeur de l’outil d’automatisa‑
tion que l’on souhaite exécuter pour prouver le but. Cependant, même dans ce
cadre réduit, le pré‑traitement parfait n’existe pas, chaque outil traitant un sous‑
problème précis et pas nécessairement d’une manière complète. Le développe‑
ment des outils de pré‑traitement est alors incrémental, chaque outil étant jus‑
tifié par l’identification de limites dans les outils existants qui traitent le même
problème. Dans ce chapitre, nous définissons le problème de pré‑traitement au‑
quel nous nous intéressons dans la première partie de cette thèse (§ 5.1), puis
nous étudions les fonctionnalités d’une famille d’outils de pré‑traitement basés
sur la tactique zify , ainsi que leurs limites au regard du problème à résoudre
(§ 5.2).

5.1 Contenudupré-traitement souhaité

Une manière efficace de définir l’objectif d’un outil de pré‑traitement d’énoncés
est de se baser sur la tactique d’automatisation que l’on souhaite exécuter pour
prouver les énoncés contenus dans une théorie donnée, et d’identifier les diffé‑
rences entre les buts fréquemment rencontrés par l’utilisateur dans cette théorie
et l’implémentation de la signature de la théorie dans la tactique d’automatisa‑
tion. Dans le cas de TRAKT, l’objectif général est d’avoir un outil de pré‑traitement
pour les théories de la famille SMT, et en particulier d’améliorer le pré‑traitement
du greffon SMTCOQ [41], un outil permettant de connecter COQ à des solveurs [41] : EKıCı et coll. (2017), «SMTCoq : A Plug‑In

for Integrating SMT Solvers into Coq»SMT. On souhaite cependant que l’outil soit compatible avec d’autres tactiques
d’automatisation, telles que lia, en le rendant flexible sur la théorie pré‑traitée
et en ne fixant pas une signature particulière en dur dans le greffon. Dans cette
section, nous expliquonspoint par point les objectifs de la canonisation attendue
dans ce contexte.

5.1.1 Pré-traitement des théories

Le premier objectif de la canonisation est d’effacer la variabilité dans les repré‑
sentations des objets mathématiques dans COQ, due à la liberté et l’expressivité
du langagede l’assistant depreuve. Cela revient à traduire unbut utilisant uneou
plusieurs implémentations de la signature d’une théorie vers un autre but qui uti‑
lise une implémentationde la signaturedéfinie commecanonique. Ceci implique
de savoir traiter individuellement tous les éléments possibles d’une signature et
leurs occurrences dans le but. On considère dans les exemples la tactique d’auto‑
matisation lia [17] pour l’arithmétique linéaire sur les entiers. [17] : BEſſON (2006), «Fast Reflexive Arithme‑

tic Tactics the Linear Case and Beyond»
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Types de données L’implémentation canonique sélectionnée par lia pour la
signature de l’arithmétique linéaire sur les entiers est basée sur le type Z des en‑
tiers relatifs binaires :

Inductive Z : Set =
| Z0 : Z
| Zpos : positive ᆹባ Z
| Zneg : positive ᆹባ Z.

La représentation choisie utilise le type positive défini en § 2.2.2.1 Comme il 1 : Il s’agit en fait de bin_nat avecuncas sup‑
plémentaire pour les entiers strictement né‑
gatifs.

s’agit du type canoniquepour les entiers, une valeur dans Z est reconnue comme
un entier dans toute exécution de la tactique lia . En revanche, les entiers expri‑
més avec d’autres encodages ne sont pas reconnus comme tels, et peuvent faire
échouer la tactique.2 Par exemple, la bibliothèqueMATHCOMP fournit un type int 2 : Ici, on considère une version de lia sans

pré‑traitement. Dans la version standard de
COQ, cette tactique est fournie avec un pré‑
traitement intégré dont TRAKT augmente les
fonctionnalités.

avec un encodage unaire collant deux exemplaires de l’espace des entiers natu‑
rels l’une contre l’autre :

Variant int : Set = Posz of nat | Negz of nat.

Bien que cettemultiplicité de représentations offre une plus grande liberté à l’uti‑
lisateur, les tactiques restent rigides en raison des choix nécessaires à l’implé‑
mentation. La tactique lia ne traite pas par défaut les valeurs dans int comme
des entiers. La phase de pré‑traitement souhaitée vient remplacer les valeurs de
divers encodages par des valeurs dans un encodage cible. Dans le cas de l’arith‑
métique, par exemple, on souhaite remplacer les valeurs dans int par des va‑
leurs dans Z pour améliorer la prise en charge du but par lia. Dans le cas des
énoncés quantifiés, on veut que le type des variables liées change également en
conséquence, au moins pour les quantifications sur des types simples.

Opérationsetconstantes Dans lepré‑traitement souhaité, le remplacementdes
valeurs dans un type source par des valeurs dans un type cible doit s’effectuer
à un niveau de granularité plus fin. On doit pouvoir associer une opération du
type source à une opération équivalente dans le type cible. En effet, dans le cas
contraire, une valeur a + b dans un type source (par exemple int) pourrait être
traduite d’un seul bloc, ce qui n’en ferait plus une addition dans le type cible. Si
les opérations sont associées, l’outil de pré‑traitement peut alors traduire l’opé‑
ration, puis ses arguments. Ce traitement s’applique également aux constantes
dans le type source, qui peuvent être considérées comme des opérations d’ari‑
té nulle. Si l’on peut associer les constructeurs d’un type source à des constantes
et opérationsdans le type cible, onpeut alors traduire les constantesnumériques.

Sous-typage Certains buts rencontrés dans les preuves peuvent contenir des
types pouvant être plongés dans un type cible plus grand, sans leur être équi‑
valent. C’est le cas par exemple du type nat et du type Z. En effet, il peut être in‑
téressant de voir les entiers naturels commeun cas particulier des entiers relatifs
pour faciliter le travail d’un outil de preuve automatique comme lia. On s’attend
alors à ce que l’énoncé traduit présente une propriété qui explicite l’information
de sous‑typage, afin que cet énoncé associé reste prouvable si l’énoncé d’origine
l’est.

Pour résumer, on considère le but suivant :

forall (a b : nat), a + b = b + a

Ce but doit pouvoir être traduit vers le but suivant :3 3 : Onutilise lamêmenotation + pour l’addi‑
tion dans les deux types, pour plus de lisibili‑
té.
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forall (a b : bin_nat), a + b = b + a

Onconstateque les valeurs sont traitées indépendamment : on conserve les addi‑
tionsdans lebutpré‑traité et lesquantificateurs sontmisà jouravecdesvariables
liées dans le type cible. Si l’outil d’automatisation requiert que les valeurs soient
exprimées dans un type cible plus grand, on s’attend à un but similaire à celui‑ci,
ajoutant des conditions permettant de conserver l’information de positivité de a
et b :

forall (a b : Z), a ᆩᆫ 0 ᆹባ b ᆩᆫ 0 ᆹባ a + b = b + a

5.1.2 Statut de la logique

Le pré‑traitement que l’on souhaite construire se concentre sur la traduction des
symboles d’une théorie, mais lors de la traduction d’un énoncé COQ, on ne peut
ignorer le traitement de la logique, exprimée à travers des quantifications, rela‑
tions, connecteurs logiques, etc. Même dans un but simple, on a besoin de la lo‑
gique pour exprimer ce que l’on souhaite prouver.

Relations Par exemple, dans le dernier but présenté ci‑dessus, la propriété à
prouver est une égalité entre deux expressions arithmétiques. Le type inductif
eq utilisé pour représenter l’égalité est une relation binaire sur un type donné.
Dans le but associé, l’égalité est devenue celle du type cible. On cherche donc
à construire un pré‑traitement qui substitue aussi les relations. On note que ce
fonctionnement doit pouvoir s’étendre à des relations d’arité arbitraire, dont les
prédicats, d’arité 1.

Représentations de la logique L’expressivité de COQ permet d’exprimer la lo‑
gique de différentes manières, toutes n’étant pas forcément traitées par les tac‑
tiquesdepreuveautomatique. En toutegénéralité, lespropriétéspeuvent être ex‑
primées grâce à des types inductifs dans Prop ou Type. Or, un utilisateur ou un
développeur de bibliothèque peut utiliser dans ses énoncés des relations dans
d’autres représentations qui ne sont pas reconnues par toutes les tactiques d’au‑
tomatisation. En effet, les relations décidables sont en général encodées comme
des booléens, sur lesquels il est facile de faire une disjonction de cas.4 Les types 4 : Le système logique de COQ n’étant pas

classique, il n’est, par défaut, pas toujours
possible de faire une disjonction de cas sur
une valeur dans Prop.

de la bibliothèque MATHCOMP [35] viennent accompagnés de définitions permet‑

[35] : MAHBOUBı et coll. (2021),Mathematical
Components

tant de les utiliser avec la logique booléenne (par exemple, un test d’égalité ou
une relation d’ordre). Ces encodages booléens ont moins de chances d’être re‑
connus par une tactique d’automatisation que leurs versions dans Prop définis
dans la bibliothèque standard de COQ. Un pré‑traitement capable d’exprimer la
logique dans Prop est donc intéressant.

À l’inverse, si l’on utilise une tactique d’automatisation faisant intervenir un sys‑
tème logique de plus bas niveau que celui de COQ, dans lequel toute relation est
décidable, il faut que l’énoncéqu’elle reçoit exposeaumaximum l’informationde
décidabilité des relations. Par exemple, le projet SMTCOQ, qui cible des solveurs
SMT, associe directement la logique booléenne de COQ à la logique du langage
SMT‑LIB utilisé comme format d’entrée des solveurs. Ainsi, l’énoncé d’entrée op‑
timal pour la tactique d’automatisation de SMTCOQ est un énoncé où toute la
logique est exprimée dans bool.
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Connecteurs logiques L’utilisateur de COQ peut déclarer de nouveaux connec‑
teurs logiques, par exemple unOU exclusif, et les utiliser dans ses énoncés. Si ces
connecteurs ont une versionbooléenne, le pré‑traitementdoit pouvoir cibler une
version ou l’autre, afin que toute la partie logique de l’arbre de syntaxe représen‑
tant l’énoncé soit exprimée dans la représentation souhaitée de la logique.

Pour résumer, prenons le but suivant, exprimé à l’aide de la logique boolénne et
des entiers de MATHCOMP :5 5 : Une coercion de bool vers Prop définie

dans cette bibliothèquepour plus de lisibilité
doit également être prise en compte par l’ou‑
til de pré‑traitement.

forall (x y z : int), x ᆨᆪ? y && y ᆨᆪ? z ᆿᆹባ x ᆨᆪ? z

Les relations d’ordre, l’implication et la conjonction sont exprimées dans une ver‑
sionbooléenne. Lepré‑traitement souhaité est capable de traduire cet énoncé en
ciblant à la fois un autre type pour représenter les entiers, comme Z, et une repré‑
sentation de la logique dans Prop.

forall (x y z : Z), x ᆨᆪ y ᅝᅠ y ᆨᆪ z ᆹባ x ᆨᆪ z

5.1.3 Polymorphismeet types dépendants

L’expressivité de COQpermet à l’utilisateur de prouver des énoncés très généraux
vrais pour une famille de types. Par exemple, on peut prouver des énoncés por‑
tant sur une structure dedonnées quelle que soit sa taille ou le typedes éléments
quecette structure contient. Les fonctionnalitésdupré‑traitementdéfiniesprécé‑
demment doivent alors s’étendre à ce cadre, pour que ces énoncés plus abstraits
puissent également être prouvés par des outils d’automatisation.

Polymorphisme Si l’on sait associer une valeur dans un type A à une valeur
dans un type B dans l’énoncé de sortie, il peut être intéressant de propager cette
association dans une structure de données contenant des valeurs dans A, afin
d’obtenir dans l’énoncé associé une structure similaire avec ses valeurs dans B.
Ainsi, une liste d’entiers list int peut être associée à une liste d’entiers list Z
dans le but associé, ce qui permet alors à une tactique capable de traiter la théo‑
rie des listes et l’arithmétique dans Z de prouver le but.

Sans s’intéresser au type des valeurs contenues dans une structure de données,
on peut aussi effectuer un pré‑traitement d’ordre logique, par exemple en pro‑
pageant une égalité décidable à travers la structure pour en obtenir une sur la
structure elle‑même. Les associations entre relations détaillées précédemment
sont alors paramétrées par d’autres relations.

Par ailleurs, il peut être intéressant d’associer plusieurs structures de données
entre elles. Ainsi, passer d’une liste d’entiers list int à un arbre d’entiers tree
Z peut se faire en réorganisant les valeurs de la liste.

Enfin,des formesdepolymorphismeadhocpeuventêtreprésentesdans lesénon‑
cés, comme les notations génériques de la bibliothèque MATHCOMP permettant
d’utiliser unemême notation pour plusieurs typesmunis d’unemême opération.
Par exemple, l’addition deMATHCOMP est notée + pour tous les types qui sont en
réalité des instances d’une structure mathématique d’anneau, encodée par des
structures canoniques.6 Cette généricité ne doit pas entraver le fonctionnement 6 : Concept présenté en § 3.1.2.
de l’outil de pré‑traitement.
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Typesdépendants Audelà du polymorphisme, certaines structures de données
sont indexées par des valeurs qui ne sont pas des types. Par exemple, on peut
imaginer un type bitvector n qui représente les vecteurs debits de taille n, où n
est un entier naturel dans le type nat. Dans ce cas, le pré‑traitement d’un énoncé
contenant ce type est plus subtil. En effet, si la structure de données ne change
pas pendant le pré‑traitement, alors la valeur n doit rester dans le type source
nat , car unchangementde type rendrait l’énoncéassociémal typé. Si la structure
change, par exemple pour une autre structure indexée par un entier dans Z, alors
il faut permettre à l’utilisateur d’associer de telles structures dépendantes.

5.2 La famille zify : fonctionnalités et limites

La tactique zify [53] est unoutil depré‑traitementd’énoncés arithmétiques et lo‑ [53] : BEſſON  (2017), «ppsimpl : a reflexive
Coq tactic for canonising goals»giquespour COQ, conçupour la tactique lia. Il s’agit dupoint dedépart du travail

effectué sur TRAKT et d’une source d’inspiration pour certains choix de concep‑
tion. Elle traduit certaines représentations des entiers (nat, positive, etc.) vers
le type Z, représentation des entiers utilisée par la tactique ciblée. Cette tactique
est certifiante et ne laisse pas d’obligation de preuve à l’utilisateur. Dans cette
section, nous présentons le fonctionnement global de cet outil et évaluons sa ré‑
ponse au cahier des charges défini à la section précédente.

5.2.1 Pré-traitementmodulaire de l'arithmétique

La modularité vis‑à‑vis d’une signature unique et fixe pour une théorie peut être
représentée par un type enregistrement ou un type de module COQ. Ainsi, pour
l’arithmétique, on pourrait avoir un enregistrement défini par un type porteur,
les opérations d’addition, de multiplication, etc. Cependant, pour permettre à
l’utilisateur de ne pré‑traiter que partiellement la théorie, ou d’ajouter de nou‑
veaux symboles, c’est‑à‑dire de nouvelles opérations arithmétiques à prendre en
compte, la tactique zify offre un degré d’extensibilité sous la forme de classes
de types.7 Ainsi, il existe une classe de types pour chaque catégorie de symboles 7 : Concept présenté en § 3.1.2.
à pré‑traiter.

Toutes les instances de classes de types sont ensuite exploitées lors de la traver‑
sée du but d’origine, chaque symbole étant remplacé par son symbole associé,
en ajoutant un sous‑terme à la preuve globale, qui ultimement est une preuve
d’implication entre le nouveau but obtenu et le but d’origine.

Plongement de types La première classe, InjTyp, permet de déclarer un plon-
gement entre deux types COQ :

Class InjTyp (S T : Type) = {
φ : S ᆹባ T;
P : T ᆹባ Prop;
π : forall (x : S), P (φ x)

}.

La fonction φ est une injection du type source S vers le type cible T. Le plonge‑
ment peut être partiel grâce aux deux champs suivants : P est une propriété sur
les valeurs du type cible, et π une preuve que toute valeur injectée respecte cette
propriété. Ceci permet de représenter un sous‑typage, comme celui de nat dans
Z évoqué précédemment. Dans le cas de deux types équivalents, comme int et
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Z, les champs P et π sont remplis d’une façon triviale, par exemple la suivante :

P _ = True
π _ = I

Dans le cas du plongement partiel de nat dans Z, la propriété est la positivité :

φ = Z.of_nat
P (n : nat) = Z.of_nat n ᆩᆫ 0
π : forall (n : nat), Z.of_nat n ᆩᆫ 0

Plongement de symboles Pour que le pré‑traitement remplace une opération
par l’opération canonique associée, on utilise des classes pour diverses arités :
CstOp, UnOp, BinOp. Voici la définition de la classe BinOp :

Class BinOp
{S1 S2 S3 T1 T2 T3 : Type}
`{InjTyp S1 T1} `{InjTyp S2 T2} `{InjTyp S3 T3}
(op : S1 ᆹባ S2 ᆹባ S3)
= {

op' : T1 ᆹባ T2 ᆹባ T3;
π2 : forall (x1 : S1) (x2 : S2), φ (op x1 x2) = op' (φ x1) (φ x2)

}.

On lie une opération binaire op, définie grâce à trois types déclarés plongeables,
à une opération op', définie avec les trois types cibles associés, par une preuve
demorphisme π2.

EXEMPLE 5.2.1
Voici la déclaration d’un plongement de l’addition de nat vers l’addition de Z :

op' = Z.add
π2 : forall (n1 n2 : nat),

Z.of_nat (n1 + n2) = Z.of_nat n1 + Z.of_nat n2

5.2.2 Pré-traitement de la logique

Le traitement de la logique dans zify est similaire au traitement de l’arithmé‑
tique. Tout comme il existe des classes de types pour les opérations, le greffon
définit des classes de types pour différentes arités de relations.

Plongementdesrelations La tactique zify estégalementcapabledepré‑traiter
des relations binaires homogènes grâce à la classe BinRel :

Class BinRel {S T : Type} (R : S ᆹባ S ᆹባ Prop) `{InjTyp S T} = {
R' : T ᆹባ T ᆹባ Prop;
πR2 : forall (x1 x2 : S), R x1 x2 ቪᇁባ R' (φ x1) (φ x2)

}

Ainsi, onpeutplonger,parexemple,une relationd’ordre sur le type positive vers
la relation d’ordre sur Z :
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R' = Z.ge
πR2 : forall (p1 p2 : positive), p1 ᆩᆫ p2 ቪᇁባ Zpos p1 ᆩᆫ Zpos p2

Traitement général de la logique D’autres fonctionnalités sont proposées, par
exemple un mécanisme de saturation, afin de retrouver des propriétés perdues
lors du plongement, telles que la préservation de la positivité par la multiplica‑
tion des entiers naturels, ou encore la possibilité de déclarer des morphismes
pour l’équivalence dans Prop, pour permettre de gérer différents connecteurs lo‑
giques. Lepré‑traitementde la logiqueengénéral est possible via l’utilisationdes
classes BinRel et BinOp. En effet, les connecteurs booléens doivent être déclarés
comme des opérateurs binaires de la classe BinOp (avec S3 = bool) et associés
soit à eux‑mêmes, soit à leur version dans Prop grâce à un plongement trivial de
bool dans Prop, soit à des opérateurs dans un type entier, certains buts utilisant
la logique booléenne aumilieu de calculs arithmétiques.

EXEMPLE 5.2.2
Avec zify , il est possible de pré‑traiter le but suivant pour en obtenir une ver‑
sion prouvable par la tactique lia :

forall (n : nat), n + n ᆩᆫ n

Le but associé obtenu est alors le suivant :

n : nat pn : Z.of_nat n ᆩᆫ 0
Z.of_nat n + Z.of_nat n ᆩᆫ Z.of_nat n

Ici, la propriété pn représente la partialité du plongement de n dans Z. L’opé‑
rateur de comparaison utilisé en sortie est celui du type Z.

5.2.3 L'extension mczify

Il existe une extension de zify appelée mczify [54], ayant pour but de gérer les [54] : SAKAGUCHı (2019–2022),Micromega tac-
tics for Mathematical Componentsdifférents types d’entiers définis dans la bibliothèque MATHCOMP, ainsi que les

opérateurs associés. Elle a pu être construite grâce au caractère extensible de
zify, puisqu’elle consiste en une série de déclarations d’instances des classes
de types présentées précédemment. Les déclarations liées aux opérateurs MATH‑
COMP font de mczify un travail d’orfèvre, car il s’agit d’opérateurs génériques.

EXEMPLE 5.2.3
Grâce à l’utilisation de la surcouche mczify , le but suivant peut être traité par
zify :

forall (x : int), x ᆩᆫ 1 ᆹባ x * x ᆩᆫ x

Le sous‑terme x * x est en réalité @GRing.mul int_Ring x x, où GRing.mul
est la projection permettant d’obtenir l’opération de multiplication à par‑
tir de l’instance d’anneau int_Ring déclarée dans la bibliothèque MA‑
THCOMP pour le type int. De la même manière, x ᆩᆫ 1 est en réali‑
té @Order.ge int_porderType x (@GRing.one int_Ring), où int_porderType
est l’instance pour int de la structure MATHCOMP représentant les relations
d’ordre. On note que la valeur 1 est également un champ des structures d’an‑
neau. Les déclarations ajoutées par mczify permettent donc d’utiliser le poly‑
morphisme ad hoc de MATHCOMP, sur la théorie de l’arithmétique comme sur
la logique booléenne, en restant compatible avec zify.



5 Canonisation d’énoncés : objectifs et situation actuelle 54

5.2.4 Limites de zify

Il est clair que la tactique zify remplit son rôle d’outil de pré‑traitement pour
lia, car les déclarations de base présentes dans le greffon pour les différentes
classesde typesprésentéesciblentexactement l’espacedesbuts reconnaissables
par la tactique d’automatisation. L’outil, tout comme la tactique ciblée, est ca‑
pable de passer sous les différents quantificateurs et connecteurs logiques pré‑
sents dans le but, ainsi que de pré‑traiter les opérations et valeurs de la signature
de l’arithmétique de PREſBURGER, ceci pour les types d’entiers de la bibliothèque
standard, les plus fréquemment utilisés. Grâce à son extensibilité, le greffon n’est
pas limité à ces types de référence. Comme le montre l’extension mczify, il peut
être étendu aux types et opérateurs d’une bibliothèque personnalisée, y compris
ceux d’une certaine complexité.

Néanmoins, cet outil ad hoc conçu spécifiquement pour lia peut difficilement
être utilisé dans un contexte différent. Par exemple, au sein de la classe de buts
décidables, fréquents dans les preuves et peu intéressants à prouver pour l’hu‑
main,8 se trouvent les problèmes SMT, dans lesquels apparaissent des symboles 8 : Il s’agit de la classe de buts où un travail

d’automatisation est le plus attendu.non interprétés, en particulier des fonctions.9 Plusieurs greffons pour COQ per‑
9 : On parle de théorie de l’égalité, de théo‑
rie de la congruence, ou dans la terminolo‑
gie SMT, de la théorieUF (Uninterpreted Func-
tions).

mettent d’envoyer ces énoncés à des solveurs SMT, comme ITAUTO [55] ou SMT‑

[55] : BEſſON (2021), « Itauto : An Extensible
Intuitionistic SAT Solver»

COQ, mais ces interfaces ont également une signature d’entrée à respecter.10 En

10 : Le projet SMTCOQ dispose d’une phase
de pré‑traitement mais elle est sommaire et
peu extensible.

ce sens, elles souffrent du même problème que la tactique lia. Or, sur de tels
énoncés, les outils de la famille zify sont insuffisants par nature, car ils n’ont
pas été conçus dans le but de traiter ces cas qui dépassent le fragment logique
prouvable par lia. Par exemple, dans le cas d’une fonction non interprétée f à
valeurs dans int et appliquée à un entier x, la tactique zify considère le terme
f x comme une seule valeur de type int. Cette situation est acceptable dans le
cadre de l’usage de lia, car le comportement de la tactique est aligné avec celui
de zify, mais si l’énoncé associé est donné à un solveur SMT, il peut ne pas réus‑
sir à le prouver à cause de cette perte d’information lors du pré‑traitement.

De plus, dans le cadre de l’usage d’un outil d’automatisation qui nécessite de
faire disparaître tout élément logique exprimé dans Prop, tel que SMTCOQ, la tac‑
tique zify effectue un traitement incomplet. En effet, bien que les relations sur
les entiers puissent être remplacées par leur équivalent booléen, un connecteur
logique dans Prop ne peut être changé en sa version booléenne, car la classe
BinRel exigerait dans ce cas que Prop soit plongeable dans bool, ce qui n’est
pas vrai dans le cas général. Il semble intéressant de construire unpré‑traitement
pour la logique indépendant de ce qui est fait sur les signatures des théories.

Une autre limite conceptuelle de zify est l’utilisation de termes COQ pour sto‑
cker les informations utilisateur. En effet, utiliser des classes de types permet
d’exploiter les fonctionnalités d’inférence de COQ, mais oblige le développeur à
modéliser ses données dans un type COQ, ce qui peut manquer de flexibilité. Par
exemple, il faut une classe de type par arité possible sur les opérations et les re‑
lations. De plus, il peut devenir difficile de capturer sous un même type COQ les
différentes associations possibles entre des types et des symboles, en particulier
si l’on souhaite construire un outil de pré‑traitement qui prend en charge le po‑
lymorphisme et les types dépendants, ce qui n’est pas le cas de zify. Par consé‑
quent, il existe un espace à combler entre les buts initiaux entrés dans COQ par
l’utilisateur et les outils de preuve automatique.

EXEMPLE 5.2.4
Le but suivant entre dans la théorie UFLIA :11 11 : Uninterpreted Functions and Linear Inte-

ger Arithmetic.
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forall (f : int ᆹባ int) (x : int), f (2 * x) ᆨᆪ? f (x + x)

En théorie, il est prouvable par un solveur SMT, mais il est en dehors du frag‑
ment accepté par les tactiques de la famille zify. Sans pré‑traitement, les gref‑
fons en charge de déléguer des preuves à un solveur SMT ne peuvent pas le
prouver. TRAKT a pour objectif de faire le pont entre ce type de buts et ces gref‑
fons.
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Le premier prototype développé dans cette thèse, TRAKT [12]

[12] : BLOT et coll. (2023), «Compositional pre‑
processing for automated reasoning in de‑
pendent type theory»

, est un outil de pré‑
traitementpar canonisationdes énoncésdansCOQ, ayantpourobjectif d’étendre
le pré‑traitement effectué par la tactique zify aux énoncés de la famille SMT. On
souhaitedoncdépasser les limitesde zify sans introduirede régressiondans les
fonctionnalités déjà présentes. Ce chapitre traite de lamanière dont la canonisa‑
tion s’effectue dans TRAKT. Dans un premier temps, nous listons les différentes
informations que l’utilisateur peut fournir à l’outil (§ 6.1), puis nous détaillons
l’algorithme utilisé pour répondre au problème théorique (§ 6.2).

6.1 Collecte des informations de l'utilisateur

Lacanonisationn’est renduepossiblequepar la connaissancedesdifférentsplon‑
gements existant à partir des termes trouvables dans le but d’entrée de l’outil de
pré‑traitement. TRAKT permet de déclarer différentes sortes d’informations : les
plongements de types, les plongements logiques, les plongements de symboles
et les clés de conversion.

6.1.1 Plongements de types

Comme expliqué en § 3.3.2, pour faire un transfert de preuve, il est nécessaire de
définir une relation entre les types sources et les types cibles. Dans TRAKT, cette
relation est la bijection et elle est définie pour des types inductifs sans paramètre
ni indice tels que les types d’entiers. On déclare un type 𝐴 plongeable dans un
type 𝐵 lorsqu’il existe une bijection entre eux :1 1 : On note ≑ l’égalité point à point, c’est‑à‑

dire :

𝑓 ≑ 𝑔 ∶= Π𝑥. 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥Σ(𝜙 ∶ 𝐴 → 𝐵)(𝜓 ∶ 𝐵 → 𝐴). (𝜓 ∘ 𝜙 ≑ id) × (𝜙 ∘ 𝜓 ≑ id)

Une commande est mise à disposition de l’utilisateur pour déclarer ces informa‑
tions :2 2 : Ici, π1 et π2 représentent les preuves

de section et rétraction montrant que φ et
ψ sont inverses l’une de l’autre (respective‑
ment les première et seconde preuves de la
paire située sous le Σ‑type ci‑contre).

Trakt Add Embedding A B φ ψ π1 π2.

Cette déclaration permet de plonger toute valeur de type 𝐴 ou n’importe quel
type fonctionnel contenant 𝐴 vers le type cible associé. Par exemple, une valeur
de type 𝐴 → 𝐴 peut être plongée vers une valeur de type 𝐵 → 𝐵. En parti‑
culier, TRAKT est capable de traiter les symboles non interprétés présents dans
les énoncés de la classe SMT, ainsi que les variables quantifiées universellement
ayant un type éligible au plongement.

Plongements partiels Il existe des pré‑traitements pertinents pour lesquels les
deux fonctions de plongement ne sont pas inverses l’une de l’autre. C’est le cas
du plongement de ℕ dans ℤ par exemple, pour lequel la fonction de plonge‑
ment pseudo‑inverse n’est pas injective puisqu’elle associe une valeur par défaut
aux entiers négatifs, n’ayant pas d’équivalent dans l’espace des entiers naturels.
Dans ce cas, on ne peut prouver qu’une version affaiblie de la rétraction, dans
laquelle la propriété n’est vraie que sur les valeurs pour lesquelles 𝜓 n’effectue
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pas de troncature, c’est‑à‑dire s’il existe un antécédent dans 𝐴 pour ces valeurs.
Pour le plongement de ℕ dans ℤ, cette condition appelée condition de plonge-
ment sera la positivité. On représente la condition de plongement par des don‑
nées supplémentaires dans la preuve fournie par l’utilisateur : la condition ainsi
qu’unepreuveque toutplongementdepuis 𝐴 la respecte. Leplongementpartiel
est donc défini comme suit :

Σ(𝜙 ∶ 𝐴 → 𝐵)(𝜓 ∶ 𝐵 → 𝐴)(𝑃 ∶ 𝐵 → ℙ).
(𝜓 ∘ 𝜙 ≑ id) × (Π𝑏 ∶ 𝐵. 𝑃 𝑏 → 𝜙 (𝜓 𝑏) = 𝑏) × (Π𝑎 ∶ 𝐴. 𝑃 (𝜙 𝑎))

La commande COQ permettant d’ajouter les plongements de types à TRAKT ac‑
cepte également les plongements partiels :3 3 : Ici, π2P est la preuve de rétraction condi‑

tionnelle et πP est la preuve que tout plonge‑
ment depuis A vérifie la condition de plonge‑
ment.

Trakt Add Embedding A B φ ψ P π1 π2P πP.

Lors du plongement d’une variable, la condition sera explicitée de sorte qu’il soit
toujours possible de prouver que le but final implique le but initial. Ainsi, une
fonction non interprétée 𝑓 ∶ ℕ → ℕ sera remplacée par une fonction associée
𝑓 ′ ∶ ℤ → ℤ accompagnée de la propriété suivante :

Π𝑥 ∶ ℤ. 𝑥 ≥ 0 → 𝑓 ′ 𝑥 ≥ 0

6.1.2 Plongements logiques

Dans un énoncé de la classe SMT, les sous‑termes contenus dans une des théo‑
ries traitées sont des atomes dans l’arbre qui représente la formule logique, les
nœuds de cet arbre étant les connecteurs logiques, égalités et autres prédicats
d’arité arbitraire. Selon la tactique d’automatisation ciblée après le passage de
TRAKT, ces prédicats doivent aussi être traduits, soit vers une version booléenne,
soit vers une versiondansℙ. TRAKTpermetdedéclarer unplongement entredeux
prédicats 𝑃 et 𝑄 ayant les types suivants, où chaque type 𝑇 ′

𝑖 est soit 𝑇𝑖 lui‑
même, soit un plongement à partir de 𝑇𝑖 :

𝑃 ∶ 𝑇1 → ⋯ → 𝑇𝑛 → 𝐿
𝑄 ∶ 𝑇 ′

1 → ⋯ → 𝑇 ′
𝑛 → 𝐿′

La déclaration se fait en fournissant une preuve d’équivalence entre les deux pré‑
dicats :

Π𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛. 𝑃 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛 ⋈𝐿,𝐿′ 𝑄 (𝜙?
1 𝑥1) ⋯ (𝜙?

𝑛 𝑥𝑛)

𝐿 𝐿′ ⋈𝐿,𝐿′

𝔹 𝔹 =
ℙ 𝔹 𝜆𝑃 𝑏. 𝑃 ↔ 𝑏 = 1𝔹
𝔹 ℙ 𝜆𝑏 𝑃 . 𝑏 = 1𝔹 ↔ 𝑃
ℙ ℙ ↔

Les codomaines logiques des prédicats 𝐿 et 𝐿′ sont soit ℙ soit 𝔹, et ⋈𝐿,𝐿′ est
unemanièred’exprimer l’équivalenceen fonctiondecescodomaines.𝜙?

𝑖 désigne
une fonction de plongement entre 𝑇𝑖 et 𝑇 ′

𝑖 , optionnelle au niveau méta : si les
deux types sont identiques, ce terme est absent.

EXEMPLE 6.1.1
Dans le cas d’un plongement de l’égalité sur le type int vers l’égalité boo‑
léenne sur Z, la preuve à déclarer à TRAKT a le type suivant :
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forall (x y : int), x = y ቪᇁባ Z_of_int x =? Z_of_int y = true

Dans ce but, Z_of_int est la fonction de plongement de int vers Z et = ?
l’égalité booléenne sur Z.

La commandemise à disposition de l’utilisateur pour les déclarations de plonge‑
ments logiques est la suivante :

Trakt Add Relation n P Q πL.

La valeur n est l’arité des prédicats déclarés,4 P et Q sont les relations source et 4 : On demande cette information pour qu’il
soit possible de déclarer des relations par‑
ticulières s’exprimant avec plusieurs termes,
comme l’égalité qui prend un argument de
type.

cible, et πL est la preuve d’équivalence entre les deux prédicats.

6.1.3 Plongements de symboles

Labased’une théoriemathématiqueest souventunensemblemunid’opérations.
La signature d’une théorie dans COQ est donc la donnée d’un type dit porteur
accompagné de valeurs et d’opérations définies sur ce type. Le plongement de
typespermetdegérer la variabilité sur les typesporteursdans lesdifférents énon‑
cés, mais il reste à traiter les symboles de la signature. Pour ce faire, TRAKT rend
également possible de déclarer des plongements entre les différents symboles,
quelle que soit leur arité, par la donnée d’un symbole source et d’un symbole
cible, ainsi que la propriété de morphisme :

𝑠 ∶ 𝑇1 → ⋯ → 𝑇𝑛+1
𝑠′ ∶ 𝑇 ′

1 → ⋯ → 𝑇 ′
𝑛+1

Π𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛. 𝜙?
𝑛+1 (𝑠 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛) = 𝑠′ (𝜙?

1 𝑥1) ⋯ (𝜙?
𝑛 𝑥𝑛)

EXEMPLE 6.1.2
On peut plonger l’addition sur le type nat vers l’addition sur Z en donnant
une preuve de l’énoncé de l’Exemple 5.2.1, et le zéro de nat vers celui de Z en
explicitant à TRAKT que Z.of_nat O = Z0.

La déclaration d’un symbole se fait grâce à la commande suivante :

Trakt Add Symbol S S' πS.

Les valeurs S et S' sont les symboles source et cible, et πS est la preuve demor‑
phisme.

6.1.4 Clés de conversion

Par défaut, pour des raisons de performance à l’implémentation, la reconnais‑
sancede termesdansTRAKTse faitdemanièrepurement syntaxique.En revanche,
afin de maintenir la fonctionnalité supplémentaire apportée par mczify et pré‑
sentée à l’Exemple 5.2.3, si l’utilisateur déclare des plongements sur des opéra‑
tions concrètes ensuite empaquetées dans des structures, il faut que l’outil de
pré‑traitement soit capable de détecter que les projections génériques sur ces
structures donnent les mêmes termes que ceux qui ont été déclarés. Il faut alors
que la conversiondeCOQpuisse être utilisée localementpour ces termesque l’on
appelle clés de conversion.
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Dans l’Exemple 5.2.3, si l’utilisateur déclare un plongement à partir de la mul‑
tiplication concrète sur le type int , alors la présence de notations génériques
dans les buts ne doit pas dégrader le pré‑traitement. Par conséquent, le terme
@GRing.mul int_Ring doit être pré‑traité comme si l’opération concrète avait été
utilisée à cet endroit, ce qui est possible en déclarant GRing.mul comme clé de
conversion. Un tel comportement est possible car la projection se réduit précisé‑
ment vers l’opération concrète. Le type de la preuve ne sera donc pas invalide.

La commande utilisée pour déclarer des clés de conversion est la suivante :

Trakt Add Conversion K.

où K est le terme à déclarer comme clé de conversion.

6.2 Algorithmedepré-traitement

À partir de toutes les informations fournies à TRAKT par l’utilisateur, l’outil est
en mesure d’effectuer le pré‑traitement du but d’entrée. Cette section détaille
le fonctionnement de l’algorithme de pré‑traitement sur les quantificateurs uni‑
versels, les connecteurs logiques et les sous‑termes contenus dans une théorie,
avant de présenter la tactique trakt qui l’implémente.

L’algorithme prend un but à pré‑traiter en entrée, et est paramétré par le type
cible désiré par l’utilisateur pour exprimer la logique ainsi que le type cible pour
la théorie à pré‑traiter dans le but. Il génère ensuite un but de sortie ainsi qu’une
preuve qu’il implique le but d’entrée. En raison de la polarité des connecteurs
logiques, sur certains sous‑termes, cette preuve d’implication doit être générée
dans le sens inverse, subtilité gérée par l’algorithme.

Sauf explicitement indiqué, dans les exemples, on considère un plongement vers
le type Z et une expression de la logique dans Prop.

6.2.1 Gestion des quantificateurs universels

La première construction rencontrée dans un but à pré‑traiter est souvent un
quantificateur universel. Ce cas est traité par un appel récursif sur le sous‑terme
etuncombinateurpourétendre lapreuveobtenueauquantificateur. En revanche,
le typede la variable liéedans lenouveaubutdoit exploiter aumaximum lesplon‑
gements de types déclarés par l’utilisateur, les types fonctionnels étant aussi pris
en compte, comme expliqué en § 6.1.1. Le traitement est donc différent selon le
type de la variable liée avant et après traduction, et la polarité au moment de
traduire le quantificateur.

Type inchangé Si le type de la variable liée ne change pas, alors on doit prou‑
ver

Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵′ → Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵

à partir de la preuve 𝑝 ∶ 𝐵′ → 𝐵 obtenue sur le sous‑terme.5 Le combinateur à 5 : Le cas contravariant inverse 𝐵 et 𝐵′

dans les types des preuves.utiliser est le suivant, quelle que soit la polarité :

𝜆(𝐻 ∶ Π(𝑥 ∶ 𝐴). 𝐵′)(𝑥 ∶ 𝐴). 𝑝 (𝐻 𝑥)
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Type plongé, cas covariant Si le type change, alors toutes les occurrences de la
variable 𝑥 font l’objet d’un plongement 𝜙𝐴⇝𝐴′ lors de la traduction du sous‑
terme.6 Le sous‑terme de sortie au niveau du quantificateur est donc obtenu en 6 : Ici, on désigne par 𝜙𝑇 ⇝𝑇 ′ un combina‑

teur ajoutant toutes les fonctions de plonge‑
ment nécessaires pour passer du type 𝑇 po‑
tentiellement fonctionnel au type 𝑇 ′ asso‑
cié.

faisant abstraction de ces plongements, c’est‑à‑dire en remplaçant toutes les oc‑
currences de 𝜙𝐴⇝𝐴′ 𝑥 par une variable 𝑥′ du même type 𝐴′, afin d’obtenir un
nouveau sous‑terme ne dépendant que de la nouvelle variable 𝑥′ et de pouvoir
refermer le terme quantifié. Ainsi, dans le cas covariant, la preuve à fournir au
niveau du quantificateur est

Π𝑥′ ∶ 𝐴′. 𝐵″ → Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵

et l’on part d’une preuve 𝑝 ∶ 𝐵′ → 𝐵 .7 Ici, 𝐵″ est la traduction du sous‑terme 7 : Le cas des plongements partiels est traité
au paragraphe suivant.𝐵′ dans lequel on a remplacé les plongements de 𝑥 par 𝑥′ .8 Par conséquent,
8 : 𝐵″ ≡ 𝐵′[𝜙𝐴⇝𝐴′ 𝑥 ∶= 𝑥′]le combinateur peut instancier l’hypothèse avec le plongement de la variable 𝑥 ,

fournissant une preuve de 𝐵″[𝑥′ ∶= 𝜙𝐴⇝𝐴′ 𝑥] ≡ 𝐵′ . La preuve 𝑝 peut alors
être directement appliquée. Le nouveau combinateur est le suivant :

𝜆(𝐻 ∶ Π(𝑥′ ∶ 𝐴′). 𝐵″)(𝑥 ∶ 𝐴). 𝑝 (𝐻 (𝜙𝐴⇝𝐴′ 𝑥))

Dans le cas où le passage de 𝐴 à 𝐴′ pour 𝑥 contient un plongement partiel, la
variable liée 𝑥′ dans lebutde sortiedoit êtreaccompagnéed’unepropriété 𝑃 𝑥′

combinant différentes conditions de plongements définies en § 6.1.1. La preuve
à fournir est donc la suivante :

Π𝑥′ ∶ 𝐴′. 𝑃 𝑥′ → 𝐵″ → Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵

Comme le combinateur instancie 𝑥′ avec le plongement de 𝑥 , la propriété est
toujours vraie, par composition des preuves fournies par l’utilisateur.9 En notant 9 : La valeur πP dans chaque déclaration de

plongement partiel.𝜋∗
𝑃 cette combinaison de preuves, le combinateur dans le cas de plongements

partiels est le suivant :

𝜆(𝐻 ∶ Π(𝑥′ ∶ 𝐴′). 𝑃 𝑥′ → 𝐵″)(𝑥 ∶ 𝐴). 𝑝 (𝐻 (𝜙𝐴⇝𝐴′ 𝑥) (𝜋∗
𝑃 𝑥))

On considère l’énoncé suivant, représentant un lemme permettant d’effectuer
une preuve qu’une fonction est constante par récurrence sur son domaine, les
entiers naturels :

forall (f : nat ᆹባ nat) (k : nat),
f O = k ᆹባ (forall (n : nat), f (S n) = f n) ᆹባ
forall (n : nat), f n = k

Lorsd’unpré‑traitementoù nat estdéclaréplongeabledans Z, le premierquanti‑
ficateur est changé enune nouvelle variable liée f' : Z ᆹባ Z avec une propriété
combinant deux fois la condition de plongement de nat dans Z :

forall (x' : Z), x' ᆩᆫ 0 ᆹባ f' x' ᆩᆫ 0

Lors de la preuve de pré‑traitement du quantificateur, on prouve cette propriété
grâce au fait que la valeur concrète pour f' est une composition de f avec les
fonctions de plongement entre nat et Z :

f' = fun (x : Z) ᇲቡ Z.of_nat (f (Z.to_nat x))

Enparticulier, toute applicationde f' àun terme t peut être vue commecelle de
Z.of_nat à f (Z.to_nat t), donc elle est positive grâce à la preuve de la condi‑
tion de plongement donnée lors de la déclaration du plongement entre nat et
Z :
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forall (n : nat), Z.of_nat n ᆩᆫ 0

Typeplongé, cas contravariant 10 10 : On ne traite ici que le cas avec plonge‑
ment partiel, les autres cas étant des simplifi‑
cations de ce dernier.Lecascontravariant supprime lebesoindeprouver les conditionsdeplongement,

car l’implication devant être prouvée dans l’autre sens, elles deviennent des hy‑
pothèses supplémentaires et non des arguments à fournir pour utiliser une hypo‑
thèse. Cependant, ces conditions demeurent utiles pour supprimer des identités
de plongement qui apparaissent lors de l’instanciation des hypothèse. En effet,
la preuve à construire a le type suivant :

Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 → Π𝑥′ ∶ 𝐴′. 𝑃 𝑥′ → 𝐵″

Le combinateur a donc à sa disposition une variable 𝑥′ ∶ 𝐴′ ainsi qu’une preuve
de 𝑃 𝑥′, et il doit instancier une hypothèse 𝐻 ∶ Π(𝑥 ∶ 𝐴). 𝐵. La solution est
le plongement inverse de 𝑥′ que l’on peut noter 𝜓𝐴⇜𝐴′ . On obtient alors une
preuve de 𝐵[𝑥 ∶= 𝜓𝐴⇜𝐴′ 𝑥′], sachant que l’on dispose de la preuve sur le sous‑
terme 𝑝 ∶ 𝐵 → 𝐵′. On peut remarquer que 𝑝 est construite à partir de la va‑
riable 𝑥 obtenue en passant sous le quantificateur, donc on peut l’exprimer en
fonction de 𝑥. Ainsi, en substituant 𝜓𝐴⇜𝐴′ 𝑥′ à 𝑥 dans 𝑝 par une opération
au niveau méta, on peut appliquer cette preuve à l’hypothèse instanciée précé‑
demment avec cette même valeur de plongement inverse, donnant une preuve
de 𝐵′[𝑥 ∶= 𝜓𝐴⇜𝐴′ 𝑥′]. Or, il reste à prouver 𝐵″, c’est‑à‑dire 𝐵′[𝜙𝐴⇝𝐴′ 𝑥 ∶= 𝑥′]
par définition.

Pour unifier ces deux types, on peut remarquer que comme la substitution ef‑
fectuée dans le premier type remplace les occurrences de 𝑥 par le plongement
inverse de 𝑥′, elle remplace aussi les occurrences du plongement de 𝑥 par une
composition de plongements appliquée à 𝑥′ :

𝑥 ∶= 𝜓𝐴⇜𝐴′ 𝑥′ ⟹ 𝜙𝐴⇝𝐴′ 𝑥 ∶= (𝜙𝐴⇝𝐴′ ∘ 𝜓𝐴⇜𝐴′ ) 𝑥′

Grâce à la preuve de la condition de plongement disponible pour 𝑥′, on peut sys‑
tématiquement réécrire cette composition en l’identité partout où elle apparaît
dans la preuve de 𝐵′[𝑥 ∶= 𝜓𝐴⇜𝐴′ 𝑥′], et la preuve finale obtenue est bien 𝐵″.
Le combinateur contravariant est donc le suivant :

𝜆(𝐻 ∶ Π(𝑥 ∶ 𝐴). 𝐵)(𝑥′ ∶ 𝐴′)(𝑐 ∶ 𝑃 𝑥′). 𝜋rw
𝑐 (𝑝[𝑥 ∶= 𝜓𝐴⇜𝐴′ 𝑥′] (𝐻 (𝜓𝐴⇜𝐴′ 𝑥′)))

où 𝜋rw
𝑐 est la preuve de réécriture de toutes les compositions 𝜙𝐴⇝𝐴′ ∘ 𝜓𝐴⇜𝐴′

en identités dans le type de la preuve en argument, à l’aide de la preuve dont 𝑐
est le témoin.

Prenons un énoncé simple sur tout entier naturel :

forall (n : nat), n * O = O

Son pré‑traitement donnera l’énoncé suivant :

forall (n' : Z), n' ᆩᆫ 0 ᆹባ n' * 0 = 0

Une preuve contravariante donnera une preuve sur le sous‑terme suivant :

p : n * O = O ᆹባ Z.of_nat n * 0 = 0
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La preuve à effectuer pour autoriser la substitution d’énoncé est la suivante :

H : forall (n : nat), n * O = O
n' : Z
c : n' ᆩᆫ 0

n' * 0 = 0

Comme expliqué précédemment, on construit une nouvelle preuve basée sur p
en remplaçant la variable n par Z.to_nat n' eton l’appliqueà H (Z.to_nat n') .
On obtient une preuve de Z.of_nat (Z.to_nat n') * 0 = 0 , et la preuve c de
la condition de plongement sur n' permet de réécrire cette composition de plon‑
gements en une identité grâce à un lemme utilisateur,11 puis de conclure. 11 : La valeur π2P lors de la déclaration du

plongement partiel.

6.2.2 Traitement des connecteurs logiques

Dans un premier temps, l’algorithme traverse les quantificateurs mais aussi les
parties logiques du but, c’est‑à‑dire les différents connecteurs logiques, jusqu’à
atteindre les prédicats ou relationsmarquant le passage vers les sous‑termes spé‑
cifiques à une théorie. Au niveau de chaque connecteur, on applique une preuve
associée permettant de faire un ou plusieurs appels récursifs sur les sous‑termes.
L’objectif étant de générer une preuve d’implication entre les buts, on utilise des
propriétés de morphisme de l’implication par rapport aux connecteurs logiques.
Ainsi, la construction d’une preuve d’implication en traversant un connecteur
𝐾 𝑃1 ⋯ 𝑃𝑛 peut se faire à partir des preuves d’implication construites sur les
arguments 𝑃𝑖, dans un sens ou l’autre selon la polarité de la position de chaque
argument pour ce connecteur.

Le lemme demorphisme attendu pour 𝐾 a le type suivant :

Π𝑃1 ⋯ 𝑃𝑛 𝑃 ′
1 ⋯ 𝑃 ′

𝑛.
(𝑃1 ⋄𝐾

1 𝑃 ′
1) → ⋯ → (𝑃𝑛 ⋄𝐾

𝑛 𝑃 ′
𝑛) → (𝐾 𝑃 ′

1 ⋯ 𝑃 ′
𝑛 → 𝐾 𝑃1 ⋯ 𝑃𝑛)

où ⋄𝐾
𝑖 ∶= {

→ si la position 𝑖 est covariante pour le connecteur 𝐾
← sinon

Pré‑traiterunedisjonction A ᅟᅞ B revient àgénérer respectivement A' et B' ain‑
si qu’unepreuvede A' ᅟᅞ B' ᆹባ A ᅟᅞ B àpartir des sous‑termes A et B. Dans ce
cas, TRAKT utilise donc un lemme montrant que l’implication est un morphisme
pour la disjonction :

Lemma or_impl_morphism : forall (A B A' B' : Prop),
(A' ᆹባ A) ᆹባ (B' ᆹባ B) ᆹባ (A' ᅟᅞ B' ᆹባ A ᅟᅞ B).

Il s’agit d’une instancedu cas général ci‑dessus, où 𝑛 = 2 et ⋄∨
𝑖 = → pour tout 𝑖

car toutes lespositions sont covariantes, tandisquedans le casd’une implication,
le premier argument serait en position contravariante.

Gestion de la logique booléenne Si le type logique ciblé est différent du type
logique du connecteur inspecté, alors on tente d’exprimer tous les arguments
du connecteur dans le type ciblé. Si c’est possible, alors on peut remplacer le
connecteur par sa version associée en ajoutant un lemme d’implication entre les
deux.
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Si l’on cible bool pour la logique et que le but contient une disjonction dans
Prop, on tente de pré‑traiter chaque argument en un booléen injecté dans Prop.
Lorsque c’est possible, on peut appliquer le lemme suivant qui permet d’utiliser
la disjonction booléenne ᅴᆊ dans le but de sortie :

Lemma orb_or_impl : forall (b1 b2 : bool),
b1 ᅴᆊ b2 = true ᆹባ b1 = true ᅟᅞ b2 = true.

Par induction, il est ainsi possible de transférer tout un arbre logique de Prop à
bool ou inversement, lorsque tous les atomes le permettent.

Atomes logiques Le parcours du terme se poursuit jusqu’à trouver un atome lo‑
gique, c’est‑à‑dire soit True ou False, soit un prédicat déclaré dans TRAKT sous
lequel se trouvent des termes contenus dans la théorie à pré‑traiter. Il s’agit du
cas des plongements logiques définis en § 6.1.2, où la preuve donnée par l’utilisa‑
teur est une équivalence logique à partir de laquelle on peut obtenir une preuve
d’implication. Dans le cas où les arguments duprédicat sont dansun type éligible
à un plongement, la version de la relation utilisée dans le but de sortie introduit
des plongements devant ces sous‑termes, ouvrant la voie au pré‑traitement spé‑
cifique détaillé à la prochaine sous‑section.

On considère le but suivant :

forall (x : int), x = x

On suppose que l’utilisateur a donné une preuve de plongement de l’égalité sur
int vers l’égalité booléenne sur Z, présentée dans l’Exemple 6.1.1. À partir de
cette preuve, on peut obtenir une implication dans le sens souhaité (ici, on sup‑
pose le sens covariant) :

forall (x y : int), Z_of_int x =? Z_of_int y = true ᆹባ x = y

Ainsi, en passant sous ce nœud, on justifie le passage à la relation cible (l’égalité
booléenne) et on lance deux appels récursifs de pré‑traitement sur Z_of_int x,
de part et d’autre de l’égalité.

6.2.3 Pré-traitement spécifique àune théorie

Une fois passé sous les atomes logiques, l’objectif de TRAKT est de plonger un
maximum de valeurs dans le type cible souhaité. L’algorithme va donc inspecter
chaque nœud et exploiter les différentes preuves de morphisme déclarées par
l’utilisateur. Toutes les valeurs inconnues sont traversées et laissées intactes.

Descente des fonctions de plongement Inspiré de zify, l’algorithme de TRAKT
introduit des fonctions de plongement dès que possible dans le but initial avant
de les pousser vers les feuilles du terme. Ces fonctions de plongement sont le
déclencheur permettant d’effectuer toutes les réécritures. En effet, les lemmes
de morphisme sont utilisés pour remplacer leur membre gauche dans le terme
d’entrée par leur membre droit dans le terme de sortie, et le membre gauche a
un plongement en tête lorsque c’est possible. L’introduction d’un plongement,
par exemple grâce à une preuve d’équivalence de prédicat, permet d’utiliser tous
les lemmes demorphisme en cascade jusqu’aux feuilles de l’arbre.
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EXEMPLE 6.2.1
On considère le but suivant :

forall (x y : int), x * y + x = x * (y + 1)

Si l’utilisateur a déclaré un plongement logique à partir de l’égalité sur le type
int vers l’égalité dans Prop sur le type Z par exemple, alors la preuved’équiva‑
lencepermetde lancer l’algorithmesur lesdeuxmembresde l’égalitéprécédés
d’un plongement. Si toutes les opérations ont été déclarées plongeables vers
leurs équivalents dans Z, alors le membre de gauche va subir cette liste de ré‑
écritures, poussant tous les plongements vers le bas :

Z_of_int (x * y + x)
Z_of_int (x * y) + Z_of_int x
Z_of_int x * Z_of_int y + Z_of_int x

Toutes les preuves d’égalité sont étendues à l’atome logique dans lequel elles
sont utilisées, afin de pouvoir les composer par transitivité et obtenir une preuve
d’égalité unique entre l’atome logique d’entrée et l’atome logique de sortie.

Lorsque le type d’un argument d’une fonction non interprétée est plongeable,
afin de pré‑traiter cet argument correctement, on insère une identité de plonge‑
ment devant cet argument.12 De cette façon, on s’assure que l’argument est pré‑ 12 : On utilise ici la première identité fournie

par l’utilisateur, vraie pour tout plongement
de manière inconditionnelle :

𝜓 ∘ 𝜙 ≑ id

cédé d’une fonction de plongement avant d’être pré‑traité par TRAKT.

Traitement des feuilles de l'arbre Arrivé aux feuilles de l’arbre, TRAKT fait dispa‑
raître un maximum de plongements pour obtenir un but de sortie entièrement
exprimé dans le type cible. Ces feuilles sont soit des constantes d’arité nulle, soit
des variables.

Dans le premier cas, la preuve fournie avec la constante permet de faire dispa‑
raître le plongement restant au profit d’une nouvelle constante dans le type cible.
C’est le cas de l’Exemple 6.1.2 où le zéro du type nat est plongé vers celui du type
Z à l’aide d’un lemme impliquant un plongement sur le membre gauche.

Dans le second cas, celui d’une variable 𝑥 ∶ 𝑇 , si le type 𝑇 est plongeable vers
𝑇 ′, alors la variable est nécessairement l’argument d’une composition de fonc‑
tions de plongement 𝜙𝑇 ⇝𝑇 ′ . Il suffit alors de remplacer le terme 𝜙𝑇 ⇝𝑇 ′ 𝑥 par
la variable de sortie 𝑥′ ∶ 𝑇 ′. Cette substitution est valide, la preuve correspon‑
dante étant effectuée lors de la fermeture du but de sortie. En effet, replacer le
nouveau quantificateur au‑dessus d’un terme ouvert traduit 𝑡′, contenant des
plongements sur la variable 𝑥, revient à étendre une preuve de 𝑡′ → 𝑡, obtenue
par appel récursif, à l’implication suivante entre les types quantifiés :

Π𝑥′ ∶ 𝑇 ′. 𝑡′[𝜙𝑇 ⇝𝑇 ′ 𝑥 ∶= 𝑥′] → Π𝑥 ∶ 𝑇 . 𝑡

EXEMPLE 6.2.2
Si l’on reprend le but de l’exemple précédent, la descente des plongements
dans les deux membres de l’égalité donne les deux termes suivants :

Z_of_int x * Z_of_int y + Z_of_int x
Z_of_int x * (Z_of_int y + Z_of_int 1)

Pour terminer le pré‑traitement, on applique le lemme permettant de passer
de la valeur 1 dans le type int à son équivalent dans Z, et on referme le terme
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avec les nouveaux quantificateurs x' et y', pour obtenir le but final suivant :

forall (x' y' : Z), x' * y' + x' = x' * (y' + 1)

6.2.4 La tactique trakt

L’algorithme présenté précédemment a fait l’objet d’une implémentation sous la
forme d’une tactique trakt. Dès le passage en mode preuve, on appelle trakt
pour pré‑traiter le but, avant de laisser une tactique de preuve automatique ter‑
miner la preuve.

Cette tactique prend deux arguments correspondant aux paramètres de l’algo‑
rithme : le type cible pour la théorie traitée et le type d’expression de la logique.
Ainsi, pour que les entiers soient exprimés dans Z et la logique dans Prop, on
appellera trakt Z Prop.

Plusieurs des buts arithmétiques présentés dans cette partie peuvent être prou‑
vés grâce à diverses déclarations ainsi que la combinaison de tactiques suivante :

Proof. trakt Z Prop; lia. Qed.

Lorsque lebut requiert la théoriede l’égalité, onpeututiliser une tactiqued’appel
à un solveur SMT à la place de lia, telle que la tactique smt de SMTCOQ ou bien
celle du projet ıTAUTO.

Il est également possible de pré‑traiter un but uniquement pour réécrire sa partie
logique, en omettant le premier argument. Onpasse alors vers unbut booléen en
appelant trakt bool.

Dans le casd’une théoriepour laquelle le seul pré‑traitementpertinent avantpas‑
sage d’un outil de preuve automatique est d’exploiter la décidabilité des prédi‑
cats, il est inutile d’activer les fonctionnalités de pré‑traitement spécifique à une
théorie dans TRAKT. On se contente donc d’un pré‑traitement logique en retirant
le premier argument.

A priori, les informations fournies à TRAKT doivent être des termes déclarés avant
la preuve, car ces informations sont stockées dans une base de données qui per‑
siste après la fin de la preuve. Or, dans certaines preuves, il peut être pertinent
que certaines informations soient portées à la connaissance de TRAKT, notam‑
ment des relations. L’outil possède une fonctionnalité pour couvrir ce cas, avec
une nouvelle syntaxe :

trakt T L with rel (R, R', πR).

où T et L sont les typesciblespour la théorieet la logique, et le triplet correspond
à une déclaration de relation telle que présentée en § 6.1.2.

L’exemple le plus parlant pour illustrer le besoin de cette fonctionnalité est la dé‑
cidabilité d’une relation sur un type local. En effet, si un but quantifie sur un type
𝐴 et des informations impliquant par exemple que l’égalité sur 𝐴 est décidable,
alors il peut être pertinent de les introduire dans le contexte de preuve, d’expli‑
citer la preuve de décidabilité et d’appeler trakt avec cette information supplé‑
mentaire, afin de pré‑traiter le reste du but et peut‑être obtenir une preuve plus
simple à terminer.
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Enfin, l’algorithme implémenté dans la tactique trakt permettant de raisonner
dans les deux sens grâce à une gestion de la polarité présentée précédemment, il
est possiblede l’utiliser pourpré‑traiter enchaînageavant sanseffort supplémen‑
taire. On peut donc pré‑traiter une hypothèse plutôt que le but, cette fois en gé‑
nérant une preuve d’implication de la nouvelle hypothèse à partir de l’ancienne.
La syntaxe proposée par TRAKT dans ce cas est la suivante :

trakt_pose T L : H as H'.

où H est l’hypothèse à pré‑traiter et H' le nom à utiliser pour la nouvelle hypo‑
thèse obtenue. Les autres fonctionnalités de TRAKT sont également disponibles
dans ce sens.
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Le greffon TRAKT dont les concepts ont été présentés au chapitre précédent a été
implémenté dans COQ.1

1 : Les questions liées à cette implémenta‑
tion sont traitées en § 12.

Ce chapitre effectue le bilan de cet outil qui vient com‑
pléter unécosystèmed’outils d’automatisationdisponiblespour l’utilisateurCOQ
(§ 7.1), et peut interagir avec certains d’entre eux. TRAKT améliore la réponse ap‑
portée par zify au problème du pré‑traitement par canonisation pour les énon‑
cés de la classe SMT (§ 7.2). Le greffon est partiellement aligné avec la spécifica‑
tion définie en § 5,mais il possède aussi quelques failles et pourrait être amélioré
(§ 7.3).

7.1 Écosystèmed'automatisation dans COQ

Sans automatisation, un logiciel aussi complexe qu’un assistant de preuve ne
peut être utilisé convenablement. Les outils d’assistance à la preuve sont de plus
en plus nombreux pour aider l’utilisateur. Ainsi, TRAKT s’insère dans un écosys‑
tème d’outils utilisés soit pour prouver automatiquement les buts, soit pour les
pré‑traiter afin que les autres outils d’automatisation fonctionnent encoremieux.
Dans cette section, nous exposons la difficulté d’effectuer des preuves en COQ et
la nécessité du pré‑traitement, en citant quelques outils de preuve automatique
avec lesquels TRAKT peut fonctionner; puis nous présentons rapidement scope,
une autre tactique de pré‑traitement qui peut s’associer à TRAKT.

7.1.1 De la nécessité dupré-traitement

Les étapes de preuve techniques mais inintéressantes sont le pain quotidien de
la vérification de programmes. Heureusement, de nombreux énoncés élémen‑
taires sont facilement prouvés par les prouveurs automatiques modernes. Les
étapes de preuve formelle correspondantes peuvent alors être automatisées, par
exemple en utilisant les marteaux, une architecture puissante pour connecter
des prouveurs externes à des environnements de preuve formelle interactifs. Le
greffon COQHAMMER [40] équipe COQ d’une instance de marteau en fournissant [40] : CZAJKA  et coll. (2018), «Hammer for

Coq : Automation for dependent type theo‑
ry»

une tactique hammer qui combine des heuristiques avec des appels à des prou‑
veurs externes pour la logique du premier ordre, afin d’obtenir des indices que
l’on espère suffisants, y compris des lemmes pertinents dans le contexte actuel,
pour prouver le but. La preuve formelle réelle est ensuite reconstruite à partir de
ces indices grâce à des variantes de la tactique sauto et hammer produit un script
de preuve correspondant, robuste et indépendant de l’oracle utilisé.

Par exemple, on considère une propriété sur la longueur de la concaténation in‑
versée de deux listes :

Lemma length_rev_app : forall (B : Type) (l l' : list B),
length (rev (l ኌ l')) = length l + length l'.

Ce lemme peut être prouvé avec COQHAMMER, qui fournit le script suivant, en uti‑
lisant les lemmes auxiliaires app_length et rev_app_length de la section de la
bibliothèque standard chargée des listes :

Proof. scongruence use: app_length, rev_length. Qed.
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Cependant, dans sa version 1.3.2, COQHAMMER n’est pas conçu pour exploiter un
raisonnement spécifique à une théorie, et ne peut donc pas prouver cette légère
variante, où b ᅭᆃ l' remplace l', parce qu’il n’a pas de gestion spécifique de
l’arithmétique :

Lemma length_rev_app_cons : forall (B : Type) (l l' : list B) (b : B),
length (rev (l ኌ (b ᅭᆃ l'))) = length l + length l' + 1.

Dans ce cas, les utilisateurs peuvent recourir au greffonSMTCOQ, qui implémente
un vérificateur de certificats pour les témoins depreuveproduits par des solveurs
SMT. Ces derniers sont en effet conçus pour trouver des preuves combinant le
raisonnement propositionnel, la congruence et les procédures de décision spé‑
cifiques à une théorie, par exemple pour l’arithmétique linéaire. Cependant, ni
COQHAMMER ni SMTCOQ ne peuvent en général raisonner par analyse de cas ou
induction.

Une variante de la tactique sauto peut certes prouver le premier but ci‑dessous
concernant une concaténation de listes, mais pas le second, dans lequel la pre‑
mière liste est inversée :

Lemma app_nilI : forall (B : Type) (l l' : list B),
l ኌ l' = [] ᆹባ l = [] ᅝᅠ l' = [].

Lemma app_nil_rev : forall (B : Type) (l l' : list B),
rev l ኌ l' = [] ᆹባ l = [] ᅝᅠ l' = [].

On peut utiliser le greffon SMTCOQ pour prouver des propriétés d’arithmétique
linéaire sur les entiers, mais seulement lorsqu’elles sont énoncées en utilisant le
type Z de la bibliothèque standard de COQ pour représenter les entiers :

Lemma eZ : forall (z : Z), z ᆩᆫ 0 ᆹባ z < 1 ᆹባ z = 0.

Jusqu’à sa version 2.0, SMTCOQ ignore cependant toute représentation alterna‑
tive de l’arithmétique des entiers, par exemple le type int des entiers unaires de
la bibliothèque MATHCOMP, déjà évoqué précédemment.

Lemma eint : forall (z : int), z ᆩᆫ 0 ᆹባ z < 1 ᆹባ z = 0.

Heureusement, COQ distribue la tactique lia, spécialisée dans l’arithmétique li‑
néaire des entiers, qui peut également prouver des lemmes tels que eZ. De plus,
lia peut être adaptée à une instance d’arithmétique utilisateur grâce à la tac‑
tique de pré‑traitement dédiée zify présentée en § 5.2. Une fois correctement
configurée pour le type int grâce à l’extension mczify, lia est tout aussi puis‑
sante sur le type int que sur le type Z et prouve à la fois eZ et eint. Cependant,
aussi puissante qu’elle puisse être sur l’arithmétique linéaire des entiers, la tac‑
tique ignore par nature la théorie de l’égalité. Ainsi, bien qu’elle puisse prouver
l’égalité eintC ci‑dessous, elle est incapable de prouver la variante cong_eintC,
parce que cette dernière implique une congruence sur l’opération _ ᅭᆃ nil qui
est étrangère à la théorie de l’arithmétique linéaire.

Lemma eintC : forall (z : int), z + 1 = 1 + z.
Lemma cong_eintC : forall (z : int), (z + 1) ᅭᆃ nil = (1 + z) ᅭᆃ nil.

Prouver la propriété exprimée par cong_eintC nécessite de combiner différentes
théories, dans ce cas l’arithmétique des entiers et la théorie de l’égalité, comme
le font les solveurs SMT. Pourtant, dans ce cas également, le plugin SMTCOQ ne
nous est d’aucune aide, parce que l’énoncé est formulé enutilisant le type int au
lieu du type Z. Le récent solveur SAT ıTAUTO [55], implémenté dans COQ, explore [55] : BEſſON (2021), « Itauto : An Extensible

Intuitionistic SAT Solver»une autre approche de la satisfiabilité modulo théorie formellement vérifiée, et
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organise une coopération entre les tactiques indépendantes lia, pour l’arithmé‑
tique des entiers, et congruence, pour l’égalité. Par conséquent, la tactique smt
construite au‑dessus de ıTAUTO peut bénéficier des facilités de pré‑traitement de
lia. Par exemple, dès lors que le pré‑traitement de lia est correctement configu‑
ré pour le type int, la tactique smt est capable de prouver le lemme cong_eintC.

Cependant, les possibilités de pré‑traitement de lia sont inconnues du reste de
la procédure de décision SMT. Ainsi, bien que le premier but ci‑dessous soit prou‑
vable par la tactique smt, parce que lia a été informé de l’égalité booléenne ᇴሇ
disponible sur le type int, lamême tactique échoue sur la variante cong_eintCb,
comportant un symbole non interprété f :

Lemma eintCb : forall (z : int), (z + 1 ᇴሇ 1 + z) = true.
Lemma cong_eintCb : forall (f : int ᆹባ int) (z : int),
(f (z + 1) ᇴሇ f (1 + z)) = true.

Il s’avère que, bien que les utilisateurs de l’assistant de preuve COQ disposent
d’unevariétéde tactiquesmettant enplaceun raisonnementautomatisé, trouver
l’arme appropriée pour s’attaquer à un but donné reste un défi. Il est souvent dif‑
ficile d’anticiper la compétence exacte des tactiques basées sur un raisonnement
automatisédupremierordre, etd’en interpréter les échecs. Par conséquent, dans
le cadre d’efforts de formalisation à grande échelle, les utilisateurs peuvent fi‑
nir par développer leurs propres outils d’automatisation spécifiques, comme la
tactique list_solve dans la VERıFıED SOFTWARE TOOLCHAıN [56, 57], qui automa‑ [56] : APPEL  (2011), «Verified Software Tool‑

chain ‑ (Invited Talk)»

[57] : APPEL et coll. (2022), Verifiable C

tise le raisonnement sur les listes et l’arithmétique, ce qui augmente encore le
nombre de tactiques disponibles, souvent de manière redondante. Une forme
de pré‑traitement générique telle que celle ciblée par TRAKT semble donc idéale
pour rendre plus flexibles les outils d’automatisation existants.

7.1.2 Transformationsmodulaires de la tactique scope

La tactique scope [12] est une combinaison de différentes tactiques ayant pour [12] : BLOT et coll. (2023), «Compositional pre‑
processing for automated reasoning in de‑
pendent type theory»

objectif de ramener les énoncés COQ contenus dans le fragment SMT à la théo‑
rie logique manipulée par les solveurs SMT, qui se situe à un plus bas niveau.2

2 : Par exemple, les quantifications sont pré‑
nexes et il n’y a pas de types dépendants.

Le pré‑traitement effectué par scope est orthogonal et complémentaire par rap‑
port aux fonctionnalités de TRAKT, si bien que les deux outils peuvent travailler
ensemble dans le pré‑traitement des énoncés SMT. Ici, nous présentons trois des
différentes transformations effectuées par scope : la génération du principe d’in‑
version des relations inductives, l’élimination du filtrage et lamonomorphisation
d’hypothèses.

Principe d'inversiondes relations inductives Une relation inductive est un type
inductif représentant une relation entre des termes, dont le codomaine est sou‑
vent Prop. Lorsqu’une hypothèse est un témoin de la relation entre des termes, il
est possible de déterminer à partir de ces termes les différents constructeurs qui
ont pu être utilisés pour construire le témoin. La tactique inversion utilise cette
propriété pour ajouter des hypothèses au contexte, mais dans le cadre de l’uti‑
lisation d’un solveur SMT, il peut être intéressant de conserver le principe d’in‑
version en tant qu’hypothèse supplémentaire. La transformation associée dans
scope effectue ce travail.

Onconsidère la relation inductive représentant legraphede la fonctiond’addition
entre deux entiers naturels :



7 Conclusion et perspectives 70

Inductive add : nat ᆹባ nat ᆹባ nat ᆹባ Prop =
| addO : forall (n : nat), add O n n
| addS : forall (n m k : nat), add n m k ᆹባ add (S n) m (S k).

Un appel à cette tactique de transformation ajoute une nouvelle hypothèse au
contexte avec le type suivant :

forall (n m k : nat), add n m k ቪᇁባ
(exists (n' : nat), n = O ᅝᅠ m = n' ᅝᅠ k = n') ᅟᅞ
(exists (n' m' k' : nat),
add n' m' k' ᅝᅠ n = S n' ᅝᅠ m = m' ᅝᅠ k = S k')

Éliminationdufiltrage Le filtrageparmotif, disponibledansun langagedehaut
niveau, est une construction inconnue d’un solveur SMT. Lorsqu’une hypothèse
contient un filtrage, cette transformation le sépare en autant de nouvelles hypo‑
thèses que le filtrage contient de cas.

Onconsidère l’accèsau𝑛‑ièmeélémentd’une liste. Cette fonctionpeutêtreécrite
demanière totale soit en utilisant une valeur de retour optionnelle pour prendre
en compte le cas où 𝑛 est supérieur à la taille de la liste, soit en utilisant une
valeur de retour par défaut. Une hypothèse donnant la définition de la seconde
(nth_default) à partir de la première (nth) :

forall (A : Type) (d : A) (l : list A) (n : nat),
nth_default A d l n =
match nth l n with
| Some x ᇲቡ x
| None ᇲቡ d
end

est remplacée par deux hypothèses, chacune concernant un cas du filtrage :

H1 : forall A d l n, nth l n = Some x ᆹባ nth_default d l n = x
H2 : forall A d l n, nth l n = None ᆹባ nth_default d l n = d

Monomorphisation La plupart des prouveurs automatiques ne gèrent pas le
polymorphisme. Or, de nombreux lemmes dans COQ sont polymorphes. Il est
donc utile d’implémenter une transformation qui instancie les hypothèses poly‑
morphes avec les types présents dans le but, afin que le solveur puisse les exploi‑
ter. L’instanciation des lemmes est effectuée par une heuristique qui sélectionne
différents types apparaissant dans le but comme instances potentiellement inté‑
ressantes.

Dans le contextedepreuve suivant, en instanciant H avec option Z et list unit,
la preuve devient triviale pour un solveur SMT.

H : forall (A B : Type) (x1 x2 : A) (y1 y2 : B),
(x1, y1) = (x2, y2) ᆹባ x1 = x2 ᅝᅠ y1 = y2

Z.of_nat n + Z.of_nat n ᆩᆫ Z.of_nat n
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7.2 Succès de l'outil

Compte tenu du peu d’outils existant dans cet objectif de canonisation des énon‑
cés pour faire le lien entre l’expressivité du langage de COQ et les différentes pro‑
cédures de décision, la présence de TRAKT améliore le niveau d’automatisation
de plusieurs tactiques disponibles pour les utilisateurs de COQ. L’usage de TRAKT
ne présente aucune régression notable par rapport à zify, son point de com‑
paraison principal, vis‑à‑vis de la spécification identifiée en § 5.1. Les notations
liées au polymorphisme ad hoc telles que celles de MATHCOMP présentées dans
l’Exemple 5.2.3 sont prises en charge par TRAKT, qui offre une fonctionnalité de
niveau comparable. Enfin, le pré‑traitement dédié à la logique dans TRAKT amé‑
liore la situation pour le greffon SMTCOQ, objectif initial dans la conception de
cet outil. Cette section prend quelques buts en exemple pour démontrer les fonc‑
tionnalités effectives de TRAKT, puis montre comment le greffon peut être utilisé
de manière efficace avec SMTCOQ.

7.2.1 Exemples de buts traités

Dans le chapitre précédent, les exemples sont choisis pour illustrer un certain as‑
pect du fonctionnement de TRAKT. Ici, prenons un exemple concret et détaillons
tout le processus de pré‑traitement du point de vue de l’utilisateur.

Le premier but d’exemple est le suivant :

forall (x : int), x * x ᆩᆫ 0

En affichant les projections génériques de MATHCOMP, le but complet est le sui‑
vant :

forall (x : int),
@Order.ge int_porderType
(@GRing.mul int_Ring x x) (@GRing.zero int_Ring) = true

Tout d’abord, il faut déterminer le type canonique des entiers pour la tactique
d’automatisation considérée ainsi que le type logique idéal pour que cette tac‑
tique fonctionne au mieux. Dans ce cas précis, on peut utiliser la tactique lia,
donc cibler le type Z pour les entiers et Prop pour la logique par exemple.

Unplongementdoit doncêtredéclaré entre int et Z. Ensuite, les opérationsutili‑
sées dans le but doivent aussi être déclarées. Ici, il s’agit de lamultiplication mulz
dont l’équivalent dans Z est Z.mul. Les constantes positives du type int, en par‑
ticulier le zéro, sont représentées par des plongements de nat dans int via la
fonction Posz. Si l’ondéclare unplongement de nat dans Z, alors il suffit demon‑
trer que Posz se plonge vers l’identité dans Z pour que toutes les constantes du
type int soient plongeables dans Z avec TRAKT. La relation d’ordre sur int doit
aussi être déclarée plongeable vers Z.ge. Enfin, les projections génériques deMA‑
THCOMP doivent être déclarées comme des clés de conversion. Voici l’équivalent
en utilisant les commandes de TRAKT :

Trakt Add Embedding int Z Z_of_int Z_to_int π1 π2.
Trakt Add Symbol mulz Z.mul π3.
Trakt Add Embedding nat Z Z.of_nat Z.to_nat π4 π5.
Trakt Add Symbol Posz (@id Z) π6.
Trakt Add Relation (@Order.ge int_porderType) Z.ge π7.
Trakt Add Conversion GRing.mul.
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Trakt Add Conversion GRing.zero.
Trakt Add Conversion Order.ge.

Les preuves utilisées ont les types suivants :

π1 : forall (x : int), Z_to_int (Z_of_int x) = x
π2 : forall (x' : Z), Z_of_int (Z_to_int x') = x'
π3 : forall (x y : int), Z_of_int (x * y) = Z_of_int x * Z_of_int y
π4 : forall (n : nat), Z.to_nat (Z.of_nat n) = n
π5 : forall (n' : Z), n' ᆩᆫ 0 ᆹባ Z.of_nat (Z.to_nat n') = n'
π6 : forall (n : nat), Z_of_int (Posz n) = Z.of_nat n
π7 : forall (x y : int), x ᆩᆫ y ቪᇁባ Z_of_int x ᆩᆫ Z_of_int y

On peut ensuite appeler la tactique trakt Z Prop et obtenir le but suivant, prou‑
vable par la tactique lia, contrairement au but initial sans pré‑traitement :

forall (x' : Z), x' * x' ᆩᆫ 0

À présent, montrons comment deux autres buts rencontrés plus tôt peuvent être
prouvés grâce à un pré‑traitement effectué par TRAKT.

EXEMPLE 7.2.1
On reprend le but de l’Exemple 5.2.4 :

forall (f : int ᆹባ int) (x : int), f (2 * x) ᆨᆪ? f (x + x)

Sous réserve de déclarations similaires à l’exemple précédent, un pré‑
traitement vers Z et la logique booléenne avec trakt Z bool permet
d’obtenir le but suivant, prouvable par une tactique de délégation de preuve à
un solveur SMT :

forall (f' : Z ᆹባ Z) (x' : Z), f' (2 * x') ᆨᆪ? f' (x' + x') = true

EXEMPLE 7.2.2
On reprend à présent le but de l’Exemple 6.2.1, en remplaçant int par nat :

forall (x y : nat), x * y + x = x * (y + 1)

Un pré‑traitement avec trakt Z Prop permet d’obtenir le but suivant, prou‑
vable par lia :

forall (x' : Z), x' ᆩᆫ 0 ᆹባ forall (y' : Z), y' ᆩᆫ 0 ᆹባ
x' * y' + x' = x' * (y' + 1)

Il est visible sur ces exemples que l’associationde TRAKT avec les tactiques d’auto‑
matisation existantes permet effectivement d’étendre leur domaine d’entrée en
rendant plus de signatures intelligibles.

7.2.2 Intégration de TRAKT àd'autres outils

TRAKT peut être utilisé comme pré‑traitement unique avant usage d’un prouveur
automatique, mais il peut aussi être utilisé avec plusieurs autres outils de pré‑
traitement. Par exemple, TRAKT a été intégré à la suite de transformations scope
présentée en § 7.1.2, puis utilisé en association avec SMTCOQ, donnant le greffon
SNıPER [12]. Le rôle de TRAKT dans ce contexte est de canoniser l’arithmétique [12] : BLOT et coll. (2023), «Compositional pre‑

processing for automated reasoning in de‑
pendent type theory»

et de s’assurer que la logique est exprimée dans bool autant que possible, afin
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d’exploiter au maximum la décidabilité des prédicats présents dans le but. Nous
étudions ici un exemple de formalisation fortement automatisée par l’usage de
SNıPER.

EXEMPLE 7.2.3
Cet exemple traite d’une formalisation de propriétés de plusieurs variantes du
𝜆‑calcul (comme la normalisation forte), à partir de la bibliothèqueMATHCOMP.
Dans cette formalisation,3 3 : Nous devons cet exemple à Kazuhiko SA‑

KAGUCHı.
on retrouve des encodages profonds de langages à

lieurs, dans lesquels on utilise les indices de DE BRUıJN pour représenter les
variables liées. Le prix à payer est la nécessité de prouver des propriétés tech‑
niques et peu intéressantes sur la substitution et le décalage de variables. Les
énoncés dans un tel contexte contiennent souvent à la fois de l’arithmétique
et du raisonnement logique, et les preuves nécessitent de raisonner par induc‑
tion. Par exemple, les termes du 𝜆‑calcul non typé habitent le type inductif
suivant :

Inductive term : Type =
| var of nat
| app of term * term
| abs of term.

avec les fonctions de décalage

Le terme shift d c t est le terme t dans le‑
quel onadécaléde d crans les variables avec
un indice au‑dessus du seuil c .

et de substitution

Le terme subst n ts t est le terme t dans
lequel on a remplacé les variables avec un in‑
dice au‑dessus d’un seuil n par des termes
contenus dans la liste ts.

suivantes :

Fixpoint shift d c t : term =
match t with
| var n ᇲቡ var (if c ᆨᆪ n then n + d else n)
| app t1 t2 ᇲቡ app (shift d c t1) (shift d c t2)
| abs t1 ᇲቡ abs (shift d c.+1 t1)
end.

Notation substv ts m n =
(shift n 0 (nth (var (m - n - size ts)) ts (m - n))).

Fixpoint subst n ts t : term =
match t with
| var m ᇲቡ if n ᆨᆪ m then substv ts m n else m
| app t1 t2 ᇲቡ app (subst n ts t1) (subst n ts t2)
| abs t' ᇲቡ abs (subst n.+1 ts t')
end.

On note que ces définitions utilisent l’addition, la soustraction et la comparai‑
son sur les entiers naturels définies dans MATHCOMP. En les ajoutant à la base
de données de TRAKT, puis en effectuant une induction sur les termes du cal‑
cul suivie d’un appel à snipe , la tactique principale du projet SNıPER, on peut
prouver automatiquement un certain nombre de propriétés sur ce 𝜆‑calcul.

Lemma shift_add d d' c c' t :
c ᆨᆪ? c' ᆹባ c' ᆨᆪ? c + d ᆹባ
shift d' c' (shift d c t) = shift (d' + d) c t.

Proof. revert d d' c c'; induction t; snipe. Qed.

Lemma shift_shift_distr d c d' c' t :
c' ᆨᆪ? c ᆹባ
shift d' c' (shift d c t) = shift d (d' + c) (shift d' c' t).

Proof. revert d d' c c'; induction t; snipe. Qed.
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7.3 Voies d'amélioration

Bien que TRAKT trouve une utilité dans l’écosystème des outils de pré‑traitement
pourCOQ, l’outil demeure limité sur certainsaspects.Cette sectiondonneunaper‑
çu de ces limites pour justifier un travail ultérieur.

7.3.1 Polymorphismeet types dépendants

Malgré les différents efforts pour que la traduction gagne en généralité, en tant
que point de départ de cette thèse, TRAKT est conçu sur le modèle de zify . De
ce fait, le greffon hérite des divers aspects ad hoc de ce dernier, étant destiné
à pré‑traiter l’arithmétique prouvable par lia. En particulier, les plongements
suivent lemodèle des classes de types de zify. TRAKT y apporte certes un certain
niveau de flexibilité du fait que le stockage des termes soit externe (au niveau
méta) contrairement aux instances de classes de types qui doivent se conformer
strictement à un typeCOQ,mais par conception, la classe de termespouvant faire
l’objet de déclarations est proche de celle de zify.

En effet, les plongementsde typesdéfinis en§6.1.1 concernent des types simples
exprimés en un seul terme, ce qui peut être limitant dans le cas où l’on voudrait
déclarer des plongements polymorphes ou à base de types dépendants. On peut
citer l’exemple des nombres ordinaux, entiers naturels bornés toujours partielle‑
ment plongeables dans nat ou un type entier plus grand comme Z, la condition
de plongement étant le respect de la borne supérieure de l’ordinal source.

Un autre exemple intéressant est la canonisation dans le cadre de l’utilisation de
types conteneurs sur des entiers. Le but suivant :

forall (l : list int), sumint l ᆩᆫ 0

pourrait faire l’objet d’unplongement vers Z pour ce qui relève de l’arithmétique,
sans toucher le reste. En effet, si sumint est défini comme fold_left (+) 0 l,
alors on peut plonger l’addition et le zéro vers ceux de Z pour obtenir la somme
cible. Cependant, ce type de plongement avec utilisation de types polymorphes
n’est pas permis par TRAKT.

Un secondproblèmeest l’impossibilité de nepas traiter une valeur. En effet, dans
des buts impliquant des types dépendants que l’on souhaite laisser tels quels
dans le but de sortie, certaines valeurs peuvent être utilisées comme arguments
ne devant pas changer de type lors de la traduction, bien qu’elles soient d’un
type plongeable. On peut citer le cas des vecteurs de bits dont la taille entière
doit rester dans le type initialement utilisé pour l’encoder, car un pré‑traitement
plongeant cette valeur dans un autre type introduit des risques d’avoir un but
mal typé en sortie. TRAKT ne permet pas de gérer ces cas particuliers et effectue
toujours les plongements quand ils sont possibles.

7.3.2 Architecture dupré-traitement

La structure de l’algorithme de pré‑traitement limite également les possibilités
de TRAKT. En effet, l’outil a été conçu de façon incrémentale. D’abord construit
à partir du principe de composition des preuves de morphisme pour pré‑traiter
les sous‑termes appartenant à une théorie dont on sait plonger la signature, les
différentes fonctionnalités supplémentaires se sont greffées à la fonction récur‑
siveprincipalede l’algorithme,ajoutantdesargumentspour représenterdiverses
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informations à garder en mémoire dans les appels récursifs. Cette approche a
l’avantage d’être pragmatique et de permettre d’avoir rapidement un outil fonc‑
tionnel et utilisable dans un contexte réel, mais elle a aussi quelques inconvé‑
nients.

Premièrement, en faisant abstraction de la théorie de la congruence qui peut tou‑
jours être traitée à la volée, TRAKT ne permet de pré‑traiter qu’une seule théorie
à la fois. Si le but contient un mélange de théories, il faut appeler plusieurs fois
TRAKT avec un pré‑traitement pour une théorie à chaque fois.

Deuxièmement, le passage de bool à Prop se fait en deux phases. En effet, pour
faire passer un sous‑terme booléen dans Prop, il faut que le sous‑terme b soit
plongé dans Prop avec une égalité : b = true, false = b, etc. Si le sous‑terme
est sous unprédicat non interprété de type bool ᆹባ Prop, alors il ne sera pas pos‑
sible de l’exprimer dans Prop dans le but de sortie. Dans l’état actuel de TRAKT,
cette information n’est pas suivie au cours de la traduction. Lors de la traduction
d’une valeur booléenne, il n’est donc pas possible de savoir s’il est possible de
la remplacer par son équivalent dans Prop . Même si l’égalité booléenne Nat.eqb
sur les entiers naturels est plongeable vers l’égalité dans Prop sur le type Z, en
arrivant au nœud de la relation, il ne sera pas possible de savoir si le plongement
peut être effectué. Ainsi, pour faire un passage de bool à Prop, une phase spé‑
cialisée à la logique est d’abord exécutée, avec la capacité de regarder au‑dessus
d’un terme pour voir s’il est plongé dans Prop d’une manière qui autorise la ré‑
écriture. Une fois que la première passe est faite, le but est exprimé dans Prop et
les plongements restants sont possibles. On passera donc de Nat.eqb à @eq nat
puis à @eq Z, nécessitant deux déclarations utilisateur au lieu d’une.

Enfin, les preuves de réécriture prennent la forme d’une égalité entre un sous‑
terme avant et après réécriture. Leur composition est faite par transitivité, donc
toutes les preuves d’égalité sont étendues pour avoir le même contexte et pou‑
voir être composées. Par conséquent, on fait une répétition du contexte avec une
légère variation à chaque réécriture, ce qui donne à la preuve globale sur un sous‑
terme une complexité quadratique en espace en fonction du nombre de réécri‑
tures à effectuer dans ce sous‑terme.

En définitive, les failles identifiées dans cette section peuvent être corrigées avec
des solutions ad hoc deméta‑programmation, ce qui permet de conserver le pro‑
totype actuel. Alternativement, riches des enseignements venant de la concep‑
tion de TRAKT, nous pouvons également reprendre la problématique du transfert
depreuve, présentée en§3.3, et concevoir unnouvel outil depré‑traitement avec
une approche plus générale permettant d’englober les cas qui se situent à la fron‑
tière de ce que peut traiter TRAKT. C’est la solution retenue pour le deuxième pro‑
totype mis au point pendant cette thèse, présenté dans la partie suivante.
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Introduction

Les limites identifiées en faisant le bilan de TRAKT montrent un besoin de géné‑
ralisation par rapport à l’approche ad hoc héritée de zify . Plutôt que de partir
de relations concrètes entre les termes4 et construire autour un algorithme qui 4 : Dans TRAKT, il s’agit par exemple des bi‑

jections ou plongements partiels définis en
§ 6.1.1 pour relier des types, ou des preuves
de morphisme vis‑à‑vis de la fonction de
plongement définies en § 6.1.3 pour relier
des opérations.

exploite les fonctions de plongement pour créer le but associé, on peut abstraire
ces relations, d’abord construire l’algorithme qui les exploite, et ensuite leur don‑
ner du contenu. On dit alors que deux types 𝐴 et 𝐵 sont reliés s’il existe une
relation 𝑅 de type 𝐴 → 𝐵 → □ . On étudie ensuite la possibilité de propager
ces relations par induction sur le typage.

Cette étude est le sujet d’une lignée de travaux sur le concept de paramétricité
ou relations logiques [58], dont l’objectif a d’abord été de dériver des propriétés [58] : MıTCHELL (1986), «Representation Inde‑

pendence and Data Abstraction»sur les termes à partir de leur type dans des 𝜆‑calculs polymorphes. En donnant
aux types une interprétation relationnelle, on peut obtenir des théorèmes dits
«gratuits». En effet, si deux termes 𝑎 et 𝑏 sont reliés, alors on peut trouver une
relation entre deux termes 𝐶[𝑎] et 𝐶′[𝑏], où 𝐶 est un contexte et 𝐶′ le contexte
associé. Ceci permet par exemple d’affirmer qu’une relation entre deux types 𝐴
et 𝐵 peut être étendue à des listes de valeurs dans 𝐴 et 𝐵, ce qui correspond
concrètement à des opérations comme List.for_all2 enOCAML. L’extension de
la paramétricité aux types dépendants puis à la théorie des types de COQ per‑
met d’internaliser les témoins de paramétricité, c’est‑à‑dire les preuves que deux
termes sont liés par une relation. Dans un tel contexte, les théorèmes gratuits de‑
viennent réellement des preuves COQ, plutôt que des propriétés au niveau méta
comme précédemment.

Une traduction de paramétricité [59] est une fonction qui prend un terme à tra‑ [59] : BOULıER et coll. (2017), «The next 700
syntactical models of type theory»duire (dansnotre cas, le but) et produit deux termes en sortie, un terme traduit (le

but associé) ainsi qu’un témoin qui prouveque le terme initial est lié au terme tra‑
duit. Dans le contexte vide et sur des termes clos, la traduction de paramétricité
dans COQ n’est autre qu’une identité profonde sur le but, obtenue en le traver‑
sant par induction sur la syntaxe. Pour traduire des constantes, on ajoute dans le
contexte de la traduction des relations entre chaque constante source 𝑐 et une
constante cible associée 𝑐′. Ainsi, pour traduire l’addition dans nat vers l’addi‑
tion dans bin_nat, on fournit une relation 𝑅 entre les deux types ainsi qu’une
relation entre les deux additions, c’est‑à‑dire unepreuveque l’additionde termes
liés par 𝑅 donne des termes liés par 𝑅. Tout but contenant des valeurs et addi‑
tionsdans nat peutalorsêtre traduit versunbutassociémentionnantces termes
dans bin_nat.

Dans l’objectif d’effectuer un transfert de preuve, on doit pouvoir extraire une
fonction du témoin de paramétricité. On souhaite alors enrichir la relation propa‑
géeà travers la syntaxependant la traductiondeparamétricité, afindeprofiter du
cadre général que cette technique apporte tout en obtenant plus d’information
dans le témoin de paramétricité obtenu en sortie de la traduction. Parmi tous les
enrichissements possibles, les enrichissements asymétriques ne passent pas à
travers toutes les constructions, pour des raisons de polarité, notamment pour
le Π‑type. Un enrichissement stable est possible à travers la paramétricité dite
univalente [14], au prix de l’ajout du principe d’univalence àCOQ, nécessaire pour [14] : TABAREAU et coll. (2021), «The marriage

of univalence and parametricity»traduire les univers. Le témoin obtenu est alors dense et riche en information, et
contient en particulier la fonction nécessaire au transfert de preuve.
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Effectuer un transfert de preuve en faisant une traduction de paramétricité est
donc possible. Une telle traduction prend en charge toutes les constructions du
langageetpermetdepré‑traiterdenombreuxbuts. Cependant, dans cecadre, les
relations sur les constantes ajoutées au contexte par l’utilisateur avant la traduc‑
tion requièrent un témoin univalent qui, en raison de la richesse de ce témoin,
n’est pas toujours facilement prouvable. De plus, le principe d’univalence vient
dans la version standard de COQ sous la forme d’un axiome qu’il est regrettable
de devoir utiliser dans le cadre du pré‑traitement d’un but qui pourrait être effec‑
tué sans axiome si l’utilisateur le faisait à la main, en faisant des manipulations
de l’ordre de ce qui est fait automatiquement par TRAKT. Cette limite est la mo‑
tivation majeure pour la mise au point de TROCQ [15], une implémentation d’un [15] : COHEN  et coll. (2024), «Trocq : Proof

Transfer for Free, With or Without Univa‑
lence»

nouveaucadredeparamétricitéplus flexibleetmodulaire, afindeconserver lagé‑
néralité de la paramétricité tout en faisant un usage parcimonieux des axiomes,
idéalement réduit aux casoù ils sont strictementnécessairespour traiter le terme
d’entrée.

Cette partie présente les concepts théoriques de TROCQ. Dans un premier temps,
nous présentons de manière plus détaillée le contexte dans lequel s’inscrit ce
nouveau greffon,5 c’est‑à‑dire le chemin depuis les origines de la paramétricité 5 : L’implémentation est disponible dans le

dépôt :

https://github.com/ecranceMERCE/trocq

jusqu’à la paramétricité univalente, qui constitue la base du travail effectué sur
TROCQ, au même titre que zify pour TRAKT (§ 8). Dans un second temps, nous
étudions la décomposition du témoin de paramétricité univalente pour en ex‑
poser les informations, ainsi que leur recomposition dans une hiérarchie de té‑
moins de paramétricité et la construction d’un cadre unique qui fait fonctionner
tous ces témoins ensemble (§ 9). Enfin, nous formulons cette relation comme un
programme logique, afin d’exposer aumaximum les informations requises sur le
contexte, dans le but de l’implémenter en tant que traduction dans une tactique
COQ par la suite (§ 10).

https://github.com/ecranceMERCE/trocq
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Les limites de TRAKT poussent à chercher une approche plus générale pour ef‑
fectuer du transfert de preuve en COQ. Ce chapitre présente la paramétricité, un
concept de la théorie des langages de programmation qui donne aux types du 𝜆‑
calcul une interprétation relationnelle, permettant de repenser les liens existant
entre les termes d’entrée et de sortie dans le cadre d’un outil de pré‑traitement.
Nous ydéfinissons le conceptd’origine et sonextensionau𝜆‑calcul deCOQ (§ 8.1).
Ensuite, nous présentons la paramétricité univalente, une version enrichie per‑
mettant d’effectuer du transfert de preuve généralisé dans COQ avec l’axiome
d’univalence, et nousmontrons en quoi cette technique est intéressante vis‑à‑vis
de la spécification que nous avons donnée pour TRAKT initialement (§ 8.2).

8.1 Motivation et définition

La notion de paramétricité remonte à l’apparition du polymorphisme dans le 𝜆‑
calcul. À l’origine un outil pour raisonner sur les propriétés des fonctions poly‑
morphes [13], elle est à présent utilisée pour effectuer des traductions de termes [13] : REYNOLDſ  (1983), «Types, Abstraction

and Parametric Polymorphism»COQ. Cette section présente ces deux aspects.

8.1.1 Typage et propriétés des𝜆𝜆𝜆-termes

Dans le 𝜆‑calcul simplement typé, les termes peuvent avoir des types fonction‑
nels simples ou «types flèches», gouvernés par la règle de typage LAM→ :

Γ, 𝑥 ∶ 𝐴 ⊢ 𝑡 ∶ 𝐵
Γ ⊢ 𝜆𝑥. 𝑡 ∶ 𝐴 → 𝐵

Toutes les fonctions y sontmonomorphes et ont un domaine 𝐴 et un codomaine
𝐵 concrets. Ainsi, en définissant un type 𝔹 et des opérations primitives ¬ et
∧ pour représenter les booléens et les connecteurs logiques de négation et de
conjonction, la fonction représentant la porte logique NAND a un type unique :

Γ ⊢ 𝜆𝑏1 𝑏2. ¬ (𝑏1 ∧ 𝑏2) ∶ 𝔹 → 𝔹 → 𝔹

Or, dans le 𝜆‑calcul à la CURRY,1 il existe des fonctions pour lesquelles plusieurs 1 : Il s’agit de la présentation dans laquelle
les fonctions ne possèdent pas d’annotation
de typage.

types sont possibles. Un exemple primitif est la fonction identité, 𝜆𝑥. 𝑥. En ef‑
fet, comme elle peut être appliquée de façon valide à n’importe quel terme du
langage, cette fonction possède une infinité de types, chacun dépendant du type
que l’onchoisit pour la variable liée : ondit que la fonctionestpolymorphe. Quand
ce type peut être abstrait et représenté par une variable, on parle de polymor‑
phisme paramétrique. Le système F permet de représenter ces variables à l’aide
d’un lieur supplémentaire, Λ. Ainsi, l’identitépeutêtre typéedemanièreunique :

Γ ⊢ 𝜆𝑥. 𝑥 ∶ Λ𝛼. 𝛼 → 𝛼

L’observation principale de la paramétricité est que le corps d’une fonction poly‑
morphe n’exploite jamais le type de la variable liée, c’est‑à‑dire le paramètre de
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type. Ceci permetd’extraire despropriétés sur le comportementdes fonctionspo‑
lymorphes à partir de leur type, c’est‑à‑dire sans avoir besoin d’inspecter le corps
de la fonction. Par exemple, le type polymorphede la fonction identité permet de
déterminer de façon unique son implémentation. En effet, la fonction reçoit en
entrée une valeur d’un type dont elle ne peut exploiter la structure, car il est po‑
lymorphe, et doit renvoyer une valeur du même type. Il n’y a donc aucune autre
implémentation possible que celle qui renvoie la valeur d’entrée inchangée. Ces
propriétés disponibles directement au niveau du type sont qualifiées de «théo‑
rèmes gratuits» dans la littérature [60]. [60] : WADLER (1989), «Theorems for Free!»

8.1.2 Traduction de paramétricité brute

La théorie des types permet de représenter les propriétés de paramétricité et
leurs preuves de manière interne, c’est‑à‑dire dans le même calcul que celui des
termes à l’étude. Ainsi, les résultats précédemment obtenus par une analyse ma‑
nuelle au niveauméta peuvent dans ce cadre être donnés automatiquement par
une traduction syntaxiquedu calcul vers lui‑même. De telles traductions peuvent
prendre en compte les types dépendants [61], les types inductifs [62], ainsi que [61] : BERNARDY et coll. (2011), «Realizability

and Parametricity in Pure Type Systems»

[62] : BERNARDY et coll. (2012), «Proofs for free
‑ Parametricity for dependent types»

le Calcul des Constructions Inductives2 tout entier, y compris sa sorte imprédica‑

2 : Il s’agit du Calcul des Constructions, défi‑
ni en § 2.1.3, muni des types inductifs définis
en § 2.2.2.

tive [63].

[63] : KELLER et coll. (2012), «Parametricity in
an Impredicative Sort»

Les travaux de BERNARDY et coll., KELLER et LAſſON permettent de définir ce que
l’on appellera par la suite la traduction de paramétricité brute, qui définit essen‑
tiellement une relation logique J 𝑇 K pour tout type 𝑇 , par induction sur la syn‑
taxe :

J ⟨⟩ K ∶= ⟨⟩J Γ, 𝑥 ∶ 𝐴 K ∶= J Γ K, 𝑥 ∶ 𝐴, 𝑥′ ∶ 𝐴′, 𝑥𝑅 ∶ J 𝐴 K 𝑥 𝑥′

J□𝑖 K ∶= 𝜆𝐴 𝐴′. 𝐴 → 𝐴′ → □𝑖J 𝑥 K ∶= 𝑥𝑅J Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 K ∶= 𝜆𝑓 𝑓 ′. Π(𝑥 ∶ 𝐴)(𝑥′ ∶ 𝐴′)(𝑥𝑅 ∶ J 𝐴 K 𝑥 𝑥′). J 𝐵 K (𝑓 𝑥) (𝑓 ′ 𝑥′)J 𝜆𝑥 ∶ 𝐴. 𝑡 K ∶= 𝜆(𝑥 ∶ 𝐴)(𝑥′ ∶ 𝐴′)(𝑥𝑅 ∶ J 𝐴 K 𝑥 𝑥′). J 𝑡 KJ 𝑡 𝑢 K ∶= J 𝑡 K 𝑢 𝑢′ J 𝑢 K
FıG. 8.1 : Traduction de paramétricité brute
pour 𝐶𝐶𝜔.

Cette présentation utilise la convention classique selon laquelle 𝑡′ est le terme
obtenu àpartir d’un terme 𝑡 en y remplaçant chaque variable 𝑥 par une variable
fraîche 𝑥′. Une variable 𝑥 est traduite par une variable 𝑥𝑅 dont le nom est frais.
Cette traduction préserve le typage en vertu du résultat suivant :

THÉORÈME 8.1.1 (Théorème d’abstraction)
Si Γ ⊢ 𝑡 ∶ 𝑇 , alors J Γ K ⊢ 𝑡 ∶ 𝑇 , J Γ K ⊢ 𝑡′ ∶ 𝑇 ′ et J Γ K ⊢ J 𝑡 K ∶ J 𝑇 K 𝑡 𝑡′.

Démonstration. Voir par exemple [63]. ■

Cette traduction génère précisément les énoncés attendus pour une famille de
types ou un programme paramétrique. Par exemple, la traduction d’un produit
dépendant donnée ci‑dessus est une relation qui lie deux fonctions 𝑓 et 𝑓 ′ si
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elles produisent des termes reliés lorsqu’on leur donne des termes reliés en en‑
trée.

8.1.3 Limites de la traduction brute

Dans notre contexte, la paramétricité brute présente deux limites principales que
sont la non‑préservation des égalités définitionnelles et la faiblesse des témoins
de paramétricité.

Dans le premier cas, TABAREAU et coll. prennent l’exemple d’une preuve du faux3 3 : C’est‑à‑dire, un type inductif vide appelé
False .à partir d’une égalité contradictoire sur les entiers naturels :

forall (n : nat), O = S n ᆹባ False

On peut prouver cette propriété en définissant une fonction P : nat ᆹባ Type
qui vaut O = O en O et False sinon. Ensuite, on introduit n et l’égalité e, et on
doit prouver False. La preuve s’obtient alors par induction dépendante sur e :
si l’on peut prouver une propriété Q O refl , alors on a Q (S n) e. En posant
Q n _ = P n, on doit alors prouver P O pour obtenir une preuve de P (S n).
Comme P O est défini comme O = O, il suffit de fournir refl pour cette preuve,
puis on obtient la preuve de P (S n), c’est‑à‑dire False. Or, dans cette dernière
étape, nous exploitons le fait que la valeur P est définie à l’aide du principe d’in‑
duction sur nat, lui‑même défini à l’aide d’un filtrage par motif sur la valeur de
type nat qui lui est fournie. Ainsi, dès que le constructeur de tête de l’argument
de P est connu, on peut effectuer une étape de 𝜄‑réduction4 pour sélectionner la 4 : Il s’agit de la règle de réduction qui gère

les filtrages par motif.bonnebranchedu filtrage.Cetteétapedeconversionestnécessairepourconclure
que le terme final est bien typé. On dit en effet que P O et P (S n) sont défini-
tionnellement égaux à (respectivement) O = O et False.

Si l’on utilise la paramétricité brute pour traduire le terme de preuve final, on va
associer chaque constante sur nat à une constante sur un type associé à nat,
par exemple bin_nat. En particulier, le principe d’induction de nat va devenir
un principe d’induction sur bin_nat dont la structure du type est la même, c’est‑
à‑dire que l’induction se fait de successeur en successeur comme sur le type nat,
alors que les constructeurs de bin_nat encodent des valeurs binaires. Par consé‑
quent, le principe d’induction que l’on associe à nat_rect n’est, contrairement
à ce dernier, pas défini par induction sur son argument. Ainsi, le terme de preuve
traduit ne pourra pas exploiter la 𝜄‑réduction dans la vérification de typage. En
effet, COQ devra montrer que refl a le type P' bO, ce qui est impossible si l’on
ne sait pas que ce dernier terme est en réalité bO = bO. L’utilisation de la conver‑
sion dans le typage est puissante,mais pénalise toutes les traductions qui ne pré‑
servent pas les égalités définitionnelles, comme c’est le cas de la paramétricité
brute.

La seconde limite de cette traduction est la faiblesse des témoins de paramétri‑
cité. En effet, bien que la traduction brute soit en mesure de générer le but sou‑
haité après pré‑traitement,5 dans ce cadre, les témoins de paramétricité liant les 5 : Pourvu que le contexte de paramétricité

contienne les différentes relations décrivant
les substitutions souhaitées par l’utilisateur.

termes d’entrée et de sortie sont toujours des relations ou témoins de relation.
Générer le but associé est une partie du travail nécessaire pour le transfert de
preuve,mais savoir que les deux buts sont liés par une relation n’est pas suffisant
pour remplacer le premier par le second. En effet, pour effectuer la réécriture du
but, il faut une fonction de l’un vers l’autre, ce que ne fournit pas la traduction de
paramétricité brute.



8 La paramétricité en théorie des types dépendants 82

8.2 La paramétricité univalente

Pour surmonter les limites de la paramétricité brute, une solution est d’enrichir
les témoins de paramétricité afin qu’il soit toujours possible d’obtenir une im‑
plication entre le but de sortie et le but d’entrée après traduction. Il s’agit de la
promesse de la paramétricité univalente [14], traduction de paramétricité plus [14] : TABAREAU et coll. (2021), «The marriage

of univalence and parametricity»puissantebasée sur l’exploitationde l’axiomed’univalence [64] etdedéclarations

[64] : UNıVALENT FOUNDATıONſ PROGRAM 
(2013), Homotopy Type Theory : Univalent
Foundations of Mathematics

d’équivalences de types par l’utilisateur. Dans cette section, nous détaillons l’en‑
richissement progressif du type des témoins de paramétricité, nous explicitons
la définition de l’équivalence utilisée dans ce contexte, puis nous présentons la
traduction de paramétricité univalente.

8.2.1 Enrichissement des témoins de paramétricité

Pour définir une traduction de paramétricité, on définit d’abord la traduction de
l’univers, car elle donne la structure de tous les témoins de paramétricité qui re‑
lient des types. On définit ensuite le reste des cas de la traduction qui étendent
des preuves sur les sous‑termes à de nouvelles constructions. Ainsi, dans la tra‑
duction de paramétricité brute, le témoin permettant de lier deux types 𝐴 et 𝐵
est une relation 𝐴 → 𝐵 → □, et la traduction du produit dépendant corres‑
pond à une preuve de la propriété suivante, qui indique qu’à partir de témoins
sur 𝐴 et 𝐴′ et 𝐵 et 𝐵′, on peut construire un témoin sur les produits dépen‑
dants Π𝑎 ∶ 𝐴. 𝐵 𝑎 et Π𝑎′ ∶ 𝐴′. 𝐵′ 𝑎′ :

Π(𝐴 𝐴′ ∶ □)(𝐴𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐴′ → □).
Π(𝐵 ∶ 𝐴 → □)(𝐵′ ∶ 𝐴′ → □).

(Π(𝑎 ∶ 𝐴)(𝑎′ ∶ 𝐴′). 𝐴𝑅 𝑎 𝑎′ → (𝐵 𝑎 → 𝐵′ 𝑎′ → □)) →
(Π𝑎 ∶ 𝐴. 𝐵 𝑎) → (Π𝑎′ ∶ 𝐴′. 𝐵′ 𝑎′) → □

Si l’on change la définition du témoin sur les univers pour enrichir la traduction
deparamétricité, les autres cas de la traduction disposent de plus d’informations
sur les sous‑termes, mais doivent aussi en propager plus. Ainsi, si l’on ajoute une
fonction au témoin de paramétricité sur les univers en le définissant comme une
paire (𝐴 → 𝐵 → □) × (𝐵 → 𝐴), la propriété à prouver pour un type flèche6 6 : On étudie d’abord le type flèche, puis le

produit dépendant, pour exposer deux pro‑
blèmes différents apparaissant avec l’enri‑
chissement du témoin par une fonction.

devient alors la suivante :

Π(𝐴 𝐴′ ∶ □)(𝐴𝑅 ∶ (𝐴 → 𝐴′ → □) × (𝐴′ → 𝐴)).
Π(𝐵 𝐵′ ∶ □)(𝐵𝑅 ∶ (𝐵 → 𝐵′ → □) × (𝐵′ → 𝐵)).

((𝐴 → 𝐵) → (𝐴′ → 𝐵′) → □) × ((𝐴′ → 𝐵′) → (𝐴 → 𝐵))

La partie gauche de la paire à construire sur le type flèche, la relation, peut être
obtenue de la même façon que pour la traduction brute. La partie droite, en re‑
vanche, revient à construire une valeur dans 𝐴 → 𝐵 à partir des trois valeurs
suivantes :

𝑓 ′ ∶ 𝐴′ → 𝐵′ 𝜓𝐴 ∶ 𝐴′ → 𝐴 𝜓𝐵 ∶ 𝐵′ → 𝐵

Or, on voit que la contravariance du domaine du type flèche nous empêche d’ef‑
fectuer cette preuve. En effet, cette preuve serait faisable si la fonction 𝜓𝐴 était
dans l’autre sens, c’est‑à‑dire une fonction 𝜙𝐴 de type 𝐴 → 𝐴′. On construi‑
rait la fonction attendue en prenant une valeur dans 𝐴, puis en lui appliquant
tour à tour 𝜙𝐴, 𝑓 ′, puis 𝜓𝐵, pour obtenir une valeur dans 𝐵. Le fait de casser
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la symétrie en n’introduisant une fonction que dans un seul sens nous oblige à
orienter les témoins de paramétricité et avoir une traduction qui gère deux types
de témoins.

Cette situation est acceptable, bien qu’elle complexifie la traduction de paramé‑
tricité. En revanche, l’enrichissementparune fonctionposeunautreproblème lié
aux types dépendants.7 L’exemple précédent traite du type flèche,mais la preuve 7 : Ce problème existerait également en ren‑

dant le témoin symétrique en enrichissant le
témoin brut avec une fonction dans chaque
sens.

à effectuer pour un produit dépendant est la suivante :

Π(𝐴 𝐴′ ∶ □)(𝐴𝑅 ∶ (𝐴 → 𝐴′ → □) × (𝐴′ → 𝐴)).
Π(𝐵 ∶ 𝐴 → □)(𝐵′ ∶ 𝐴′ → □).

(Π(𝑎 ∶ 𝐴)(𝑎′ ∶ 𝐴′). 𝐴𝑅.1 𝑎 𝑎′ → ((𝐵 𝑎 → 𝐵′ 𝑎′ → □) × (𝐵′ 𝑎′ → 𝐵 𝑎)))
→ ((Π𝑎 ∶ 𝐴. 𝐵 𝑎) → (Π𝑎′ ∶ 𝐴′. 𝐵′ 𝑎′) → □)

× ((Π𝑎′ ∶ 𝐴′. 𝐵′ 𝑎′) → (Π𝑎 ∶ 𝐴. 𝐵 𝑎))

On s’intéresse de nouveau à la partie droite, qui revient à construire une valeur
dans Π𝑎 ∶ 𝐴. 𝐵 𝑎 à partir des trois valeurs suivantes :

𝑓 ′ ∶ Π𝑎′ ∶ 𝐴′. 𝐵′ 𝑎′

𝜓𝐴 ∶ 𝐴′ → 𝐴
𝜓𝐵 ∶ Π(𝑎 ∶ 𝐴)(𝑎′ ∶ 𝐴′). 𝐴𝑅.1 𝑎 𝑎′ → (𝐵′ 𝑎′ → 𝐵 𝑎)

La contravariance donne certes lemauvais type pour 𝜓𝐴, mais ici, on s’intéresse
au type de 𝜓𝐵, qui dans le cas d’un produit dépendant, devient dépendant de
deux valeurs 𝑎 et 𝑎′ ainsi qu’un témoin de paramétricité entre elles. On doit
construire une valeur de type Π𝑎 ∶ 𝐴. 𝐵 𝑎, c’est à dire une valeur de type 𝐵 𝑎 en
introduisant une valeur 𝑎 ∶ 𝐴 dans le contexte. Or, même en disposant d’une va‑
leur de type 𝐴′ à fournir comme second argument de 𝜓𝐵, on ne pourrait créer
de témoin de paramétricité entre 𝑎 et cette valeur, puisque 𝑎 n’est qu’une va‑
riable locale sur laquelle on ne dispose d’aucune autre information. On a donc
besoin d’enrichir davantage le témoin de paramétricité, par exemple en liant la
relation à la fonction. Le témoin (ou plutôt l’un des témoins orientés) devient une
paire dépendante à trois valeurs :

Σ(𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □)(𝜙 ∶ 𝐴 → 𝐵). Π(𝑎 ∶ 𝐴). 𝑅 𝑎 (𝜙 𝑎)

Ce nouveau témoin fournit alors un moyen de construire le témoin manquant
pour instancier 𝜓𝐵 ci‑dessus et créer la fonction sur les produits dépendants.
Cependant, comme le témoin de paramétricité a été enrichi, on doit également
prouver la dernière propriété sur le produit dépendant, qui elle aussi demande
davantage d’informations. Le témoin de paramétricité univalente peut être vu
comme l’aboutissement d’une itération sur ce problème. On obtient un témoin
à la fois symétrique et stable par la traduction, c’est‑à‑dire qui passe à travers
toutes les constructions sans changer de nature.

8.2.2 Équivalence de types et univalence

Au cœur de la paramétricité univalente se trouve le principe d’univalence, défini
à l’aide de l’équivalence de types, une notion très répandue avec de nombreuses
définitions existantes. Ici, nous explicitons les définitions choisies par TABAREAU
et coll., qui servent de base à notre travail : isomorphisme, équivalence, univa‑
lence. Ce sont des définitions classiques que l’on peut retrouver dans le livre Ho-
motopy Type Theory [64]. [64] : UNıVALENT FOUNDATıONſ PROGRAM 

(2013), Homotopy Type Theory : Univalent
Foundations of Mathematics
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DÉFıNıTıON 8.2.1 (Isomorphisme)
Une fonction 𝜙 ∶ 𝐴 → 𝐵 est un isomorphisme, noté IsIso(𝜙), si elle possède
un inverse à gauche et à droite :

IsIso(𝜙) ∶= Σ(𝜓 ∶ 𝐵 → 𝐴). (𝜓 ∘ 𝜙 ≑ id) × (𝜙 ∘ 𝜓 ≑ id)

On note que le plongement de types de TRAKT, introduit en § 6.1.1, est défini à
l’aide d’un isomorphisme dans le cas d’un plongement total.

DÉFıNıTıON 8.2.2 (Équivalence)
L’ajout de la propriété dite d’adjonction à un isomorphisme 𝜙 ∶ 𝐴 → 𝐵 per‑
met d’obtenir une équivalence, notée IsEquiv(𝜙) :

IsEquiv(𝜙) ∶= Σ(𝜓 ∶ 𝐵 → 𝐴)
(sec ∶ 𝜓 ∘ 𝜙 ≑ id)
(ret ∶ 𝜙 ∘ 𝜓 ≑ id).
ap 𝜙 ∘ sec ≑ ret ∘ 𝜙

où ap 𝑓 𝑝 ∶ 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑦 pour 𝑝 ∶ 𝑥 = 𝑦.

La propriété d’adjonction relie ensemble les preuves de section et de rétraction
en montrant qu’une preuve de 𝜙 ∘ 𝜓 ∘ 𝜙 ≑ 𝜙 peut être obtenue en retirant
dans le membre de gauche soit la composition extérieure 𝜙 ∘ 𝜓 à l’aide de la
preuve de rétraction, soit en retirant la composition intérieure 𝜓 ∘ 𝜙 à l’aide de
la preuve de section.

Parfois, on sait définir la fonction inverse et les preuves de section et de rétrac‑
tion, mais l’adjonction est difficile à prouver. Dans ce cas, il existe une méthode
classique de HoTT pour obtenir une équivalence à partir d’un isomorphisme.

LEMME 8.2.3
Un isomorphisme est une équivalence.

DÉFıNıTıON 8.2.4 (Équivalence de types)
On dit que deux types 𝐴 et 𝐵 sont équivalents, noté 𝐴 ≃ 𝐵, lorsqu’il existe
une équivalence 𝜙 ∶ 𝐴 → 𝐵 :

𝐴 ≃ 𝐵 ∶= Σ𝜙 ∶ 𝐴 → 𝐵. IsEquiv(𝜙)

Une équivalence de types 𝑒 ∶ 𝐴 ≃ 𝐵 contient donc deux fonctions de transport
que l’on peut aussi noter ↑𝑒 ∶ 𝐴 → 𝐵 et ↓𝑒 ∶ 𝐵 → 𝐴. Elles peuvent être utilisées
pour effectuer du transfert de preuve du type 𝐴 vers le type 𝐵, en utilisant ↑𝑒
pour les occurrences covariantes et ↓𝑒 pour les occurrences contravariantes.8 8 : Ce fonctionnement n’est pas sans rappe‑

ler celui de TRAKT, où le rôle des fonctions de
transport est joué par les fonctions de plon‑
gement.

Le principe d’univalence affirme que les types équivalents sont indiscernables.

DÉFıNıTıON 8.2.5 (Principe d’univalence)
Pour tous types 𝐴 et 𝐵, la fonction canonique de type 𝐴 = 𝐵 → 𝐴 ≃ 𝐵 est
une équivalence.

Dans les variantes de 𝐶𝐶𝜔, le principe d’univalence peut être postulé comme
axiome, sans contenu calculatoire explicite, commec’est le cas par exemple dans
labibliothèqueHOTT [65]pour l’assistantdepreuveCOQ.Certaines variantesplus [65] : BAUER et coll. (2017), «The HoTT libra‑

ry : a formalization of homotopy type theory
in Coq»
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récentes de la théorie des types dépendants intègrent un principe d’univalence
non axiomatique et sont utilisées pour implémenter des assistants de preuve ex‑
périmentaux tels que CUBıCAL AGDA. Dans les deux cas, le principe d’univalence
constitue un puissant principe de transfert de preuve de □ à □, car pour deux
types 𝐴 et 𝐵 tels que 𝐴 ≃ 𝐵, et tout 𝑃 ∶ □ → □, on obtient que 𝑃 𝐴 ≃ 𝑃 𝐵
comme corollaire direct de l’univalence.9 Concrètement, on obtient 𝑃 𝐵 à par‑ 9 : Pour 𝑒 ∶ 𝐴 ≃ 𝐵 et 𝑢 une preuve du

principed’univalence appliqué à 𝐴 et 𝐵, on
a :

↑𝑢 (ap𝑃 (↓𝑢 𝑒)) ∶ 𝑃 𝐴 ≃ 𝑃 𝐵.

tir de 𝑃 𝐴 en plaçant demanière appropriée les fonctions de transport fournies
par les preuves d’équivalence, un processus de transfert typiquement utile dans
le contexte de l’ingénierie de la preuve [66].

[66] : RıNGER  et coll. (2021), «Proof repair
across type equivalences»

8.2.3 Traduction de paramétricité univalente

L’observation majeure de la paramétricité univalente est qu’il est possible d’en‑
richir les témoins de paramétricité tout en préservant le théorème d’abstraction
(8.1.1). Eneffet, tandisqu’un témoindeparamétricitébrute lie deux typesparune
relation arbitraire, la paramétricité univalente requiert que la relation soit une
équivalence entre ces types. Cet enrichissement nécessite toutefois une concep‑
tion minutieuse lors de la traduction des univers.

DÉFıNıTıON 8.2.6
L’interprétation relationnelle de l’univers dans la paramétricité univalente est
la suivante :

Param𝑖 (𝐴 𝐵 ∶ □𝑖) ∶= Σ(𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖)(𝑒 ∶ 𝐴 ≃ 𝐵).
Π(𝑎 ∶ 𝐴)(𝑏 ∶ 𝐵). 𝑅 𝑎 𝑏 ≃ (𝑎 = ↓𝑒 𝑏)

Ce type regroupe une relation 𝑅 et une équivalence 𝑒 telles que 𝑅 est équiva‑
lente à la relation fonctionnelle associée à ↓𝑒. Une propriété essentielle de cette
nouvelle traduction est la suivante :

LEMME 8.2.7
Sous l’axiome d’univalence, l’interprétation de l’univers dans la paramétrici‑
té univalente est équivalente à l’équivalence, c’est‑à‑dire qu’il existe un terme
ParamEquiv𝑖 tel que

ParamEquiv𝑖 ∶ Π(𝐴 𝐵 ∶ □𝑖).Param𝑖 𝐴 𝐵 ≃ (𝐴 ≃ 𝐵).

Démonstration. Soient 𝐴 et 𝐵 deux types. On a :

Param𝑖 𝐴 𝐵
↓ définition

≡ Σ(𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖)(𝑒 ∶ 𝐴 ≃ 𝐵). Π(𝑎 ∶ 𝐴)(𝑏 ∶ 𝐵). 𝑅 𝑎 𝑏 ≃ (𝑎 = ↓𝑒 𝑏)
↓ échange de lieurs non dépendants entre eux

≃ Σ(𝑒 ∶ 𝐴 ≃ 𝐵)(𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖). Π(𝑎 ∶ 𝐴)(𝑏 ∶ 𝐵). 𝑅 𝑎 𝑏 ≃ (𝑎 = ↓𝑒 𝑏)
↓ principe d’univalence

≃ Σ(𝑒 ∶ 𝐴 ≃ 𝐵)(𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖). Π(𝑎 ∶ 𝐴)(𝑏 ∶ 𝐵). 𝑅 𝑎 𝑏 = (𝑎 = ↓𝑒 𝑏)
↓ reformulation de l’égalité en style sans point

≃ Σ(𝑒 ∶ 𝐴 ≃ 𝐵)(𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖). 𝑅 = 𝜆(𝑎 ∶ 𝐴)(𝑏 ∶ 𝐵). (𝑎 = ↓𝑒 𝑏)
↓ type contractile dans le membre droit de la paire dépendante

≃ 𝐴 ≃ 𝐵
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■

Cette observation est en fait un exemple d’une technique plus générale dispo‑
nible pour construire des modèles syntaxiques de la théorie des types [59]. En [59] : BOULıER et coll. (2017), «The next 700

syntactical models of type theory»effet, l’enrichissement du témoin de paramétricité sur l’univers change la struc‑
ture de tous les témoins de paramétricité sur les types, en en faisant des paires
dépendantes contrairement à la traduction brute où ces témoins sont des rela‑
tions. En l’état, la traduction est donc mal formée et le théorème d’abstraction
devient invalide. Dans ces modèles, une manière classique de récupérer le théo‑
rème d’abstraction consiste alors à raffiner la traduction en deux variantes, pour
traiter correctement les termes qui sont aussi des types. Ainsi, la traduction d’un
type 𝑇 ∶ □𝑖 en tantque terme, notée [ 𝑇 ]𝑢, est bienunepairedépendante conte‑
nant une relation ainsi que les données supplémentaires indiquées par l’interpré‑
tation de l’univers Param𝑖. La traduction de 𝑇 en tant que type, J 𝑇 K𝑢, sera la
relation elle‑même, c’est‑à‑dire la projection de la paire dépendante [ 𝑇 ]𝑢 sur
sa première composante. La traduction complète de la paramétricité univalente
est la suivante :

J ⟨⟩ K𝑢 ∶= ⟨⟩J Γ, 𝑥 ∶ 𝐴 K𝑢 ∶= J Γ K𝑢, 𝑥 ∶ 𝐴, 𝑥′ ∶ 𝐴′, 𝑥𝑅 ∶ J 𝐴 K𝑢 𝑥 𝑥′

J 𝐴 K𝑢 ∶= [ 𝐴 ]𝑢.1

[□𝑖 ]𝑢 ∶= (Param𝑖 ; Equiv□𝑖
; Coh□𝑖

)
[ 𝑥 ]𝑢 ∶= 𝑥𝑅

[ Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 ]𝑢 ∶= ⎛⎜⎜
⎝

𝑅Π 𝐴 𝐵 ;
EquivΠ 𝐴 𝐴′ J 𝐴 K𝑢 𝐵 𝐵′ J 𝐵 K𝑢 ;
CohΠ 𝐴 𝐴′ J 𝐴 K𝑢 𝐵 𝐵′ J 𝐵 K𝑢

⎞⎟⎟
⎠

[ 𝜆𝑥 ∶ 𝐴. 𝑡 ]𝑢 ∶= 𝜆(𝑥 ∶ 𝐴)(𝑥′ ∶ 𝐴′)(𝑥𝑅 ∶ J 𝐴 K𝑢 𝑥 𝑥′). [ 𝑡 ]𝑢
[ 𝑓 𝑡 ]𝑢 ∶= [ 𝑓 ]𝑢 𝑡 𝑡′ [ 𝑡 ]𝑢

FıG. 8.2 : Traduction de paramétricité univa‑
lente pour 𝐶𝐶𝜔.

Les cas les plus intéressants sont l’univers et le produit dépendant, les autres cas
étant similaires à la traduction brute. Étant des types, leur traduction est donc
un triplet dépendant, la première composante étant une relation, la seconde une
preuved’équivalence, et ladernièreétantunepreuvedecohérenceentre lesdeux
termes précédents. La relation 𝑅Π a la même structure que dans la traduction
brute, en utilisant la traduction univalente pour le domaine et le codomaine :

𝑅Π 𝐴 𝐵 ∶= 𝜆𝑓 𝑓 ′. Π(𝑥 ∶ 𝐴)(𝑥′ ∶ 𝐴′)(𝑥𝑅 ∶ J 𝐴 K𝑢 𝑥 𝑥′). J 𝐵 K𝑢 (𝑓 𝑥) (𝑓 ′ 𝑥′)

Les preuves d’équivalence (Equiv□𝑖
et EquivΠ ) et de cohérence (Coh□𝑖

et
CohΠ ) sont disponibles dans l’article [14]. [14] : TABAREAU et coll. (2021), «The marriage

of univalence and parametricity»
On peut alors énoncer le théorème d’abstraction de la paramétricité univalente,
où ⊢𝑢 fait référenceàun jugementde typagesupposant l’axiomed’univalence :

THÉORÈME 8.2.1 (Théorème d’abstraction pour la paramétricité univalente)
Si Γ ⊢ 𝑡 ∶ 𝑇 , alors J Γ K𝑢 ⊢𝑢 [ 𝑡 ]𝑢 ∶ J 𝑇 K𝑢 𝑡 𝑡′.
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On remarque toutefois que pour respecter le théorème d’abstraction, la défini‑
tion de [□𝑖 ]𝑢 utilise le principe d’univalence d’une façon essentielle. En effet,
puisque la relation sur l’univers est Param𝑖, on doit avoir :

[□𝑖 ]𝑢 ∶ J□𝑖+1 K𝑢 □𝑖 □𝑖
soit [□𝑖 ]𝑢 ∶ Param𝑖+1 □𝑖 □𝑖

L’équivalence entre un univers et lui‑même, Equiv□𝑖
, est triviale et utilise l’iden‑

tité pour les deux fonctions de transport. Ainsi, prouver la propriété de cohérence
Coh□𝑖

revient à prouver que la relation est équivalente à l’égalité sur l’univers,
c’est‑à‑dire :

Π𝐴 𝐵 ∶ □𝑖.Param𝑖 𝐴 𝐵 ≃ (𝐴 = 𝐵).

La preuve se fait à partir du Lemme 8.2.7 et nécessite bien l’axiome d’univalence.

8.2.4 Omniprésence de l'axiomed'univalence

Prenons l’exemple de but suivant :

Π(𝑃 ∶ ℕ → □). 𝑃 0 → 𝑃 0

Si l’on associe ℕ à un autre type, par exemple un encodage binaire 𝑁 des en‑
tiers naturels, alors le but associé par paramétricité sera le suivant, où 0𝑁 est la
constante associée à 0 :

Π(𝑃 ′ ∶ 𝑁 → □). 𝑃 ′ 0𝑁 → 𝑃 ′ 0𝑁

Le témoin de paramétricité univalente est construit par induction sur la syntaxe
du but initial. Pendant la traversée de ce terme, on est forcé de traduire □, donc
d’invoquer la preuve Coh□ qui nécessite l’axiome d’univalence. Pourtant, on
se situe dans un cas dans lequel la preuve d’implication entre les deux buts est
faisable sans axiome. La preuve à effectuer est la suivante :

𝐻′ ∶ Π(𝑃 ′ ∶ 𝑁 → □). 𝑃 ′ 0𝑁 → 𝑃 ′ 0𝑁 𝑃 ∶ ℕ → □ 𝑝0 ∶ 𝑃 0
𝑃 0

Lapreuve triviale 𝑝0 estpossible ici,mais lapreuvegénéralevalablepourd’autres
buts est celle qui passe par 𝐻′ en plaçant des fonctions de plongement dans
un sens ou l’autre en fonction des types à habiter. On instancie alors 𝐻′ avec
𝑃 ′ ∶= 𝑃 ∘ ↓ℕ. Si l’on définit des fonctions de plongement qui envoient le zéro
d’un type vers le zéro de l’autre, alors le second argument de 𝐻′ peut être 𝑝0
inchangé. Ainsi, on a une preuve d’implication entre les deux buts sans utiliser
d’axiome. Ce cas se produit dès qu’une instance de □ est présente dans le but
initial sans être problématique pour la mise au point d’une preuve manuelle.
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Comme expliqué dans le chapitre précédent, la paramétricité fournit un cadre
général de mise en relation de termes dans un 𝜆‑calcul, l’exemple le plus pous‑
sé étant la paramétricité univalente. Cette traduction très puissante permet en
effet, au prix de l’ajout d’un axiome, de générer des preuves d’équivalence par
induction sur la syntaxe, et ce à partir de n’importe quel terme de 𝐶𝐶𝜔. En ajou‑
tant les constantes au calcul, il est possible d’implémenter un outil dans lequel
l’utilisateur peut ajouter des témoins de paramétricité hétérogènes, c’est‑à‑dire
des équivalences entre des types différents, avant le début de la traduction, per‑
mettant de générer des équivalences entre des buts différents et ainsi faire du
transfert de preuve.

Cependant, la nécessité d’ajouter l’axiomed’univalence au calcul pose problème
pour deux raisons. Premièrement, comme exposé en § 8.2.4, de nombreux buts
pourraient faire l’objet d’un pré‑traitement au résultat identique à celui d’une
traduction de paramétricité univalente, mais sans utiliser l’axiome d’univalence,
tandis que la paramétricité univalente y fait appel systématiquement. Deuxième‑
ment, dans un objectif pragmatique d’implémentation d’un nouveau greffon de
paramétricité pour faciliter le transfert de preuve dans COQ, il faut s’assurer que
le cadre de conception de la traduction de paramétricité soit logiquement cohé‑
rent avec la théorie logique sous‑jacente de l’assistant de preuve. Or, il se peut
que l’axiome d’univalence introduise des incompatibilités avec la version stan‑
dard de COQ.1 1 : On l’utilise en général dans la biblio‑

thèque HoTT [65] pour travailler dans un
cadre maîtrisé.Ce chapitre présente donc une nouvelle relation de paramétricité, basée sur une

nouvelle formulation de l’équivalence de types (§ 9.1) qui expose toutes les infor‑
mations d’une manière symétrique et atomique, contrairement à la formulation
classique présentée en Définition 8.2.4. La particularité des témoins de paramé‑
tricité dans ce cadre est qu’ils contiennent une quantité variable d’informations,
allant du témoin brut dans le cas le plus faible au témoin univalent dans le cas
le plus fort. Il n’y a donc pas une seule traduction de paramétricité, mais un en‑
semble d’associations possibles (§ 9.2), l’objectif étant de moduler la taille du té‑
moin de paramétricité et éviter de dépendre de l’axiome d’univalence lorsque
c’est possible.

9.1 Unenouvelle formulation de l'équivalence

Comme montré précédemment, la Définition 8.2.6 décrit un témoin de paramé‑
tricité univalente très riche, car il demande systématiquement une équivalence,
et très dense, car il contient seulement trois valeurs. De ce fait, la condition de co‑
hérence dans le cas de l’univers demandeque la définition du témoin soit équiva‑
lente à l’égalité entre types, ce qui induit un appel systématique à l’axiome d’uni‑
valence. Or, certains buts contiennent des occurrences de □ pour lesquelles il
est superflu d’exiger une équivalence pour effectuer un pré‑traitement.

La situation suggère la recherche d’une relation de paramétricité hybride, ne de‑
mandant l’équivalence que dans les cas où elle est strictement nécessaire, et de‑
mandant moins d’informations lorsque c’est possible. Ceci implique de décom‑
poser l’équivalence de types (§ 9.1.1), c’est‑à‑dire étaler les informations qu’elle
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contient. Une fois la décomposition effectuée, il est possible de façonner une hié‑
rarchie de témoins de paramétricité en sélectionnant différentes valeurs de ce
Σ‑type (§ 9.1.2).

9.1.1 Décomposition de l'équivalence

Tout d’abord, on peut observer que la Définition 8.2.4 de l’équivalence de types
est asymétrique, bien que ce fait soit d’une certaine manière masqué par la no‑
tation infixe 𝐴 ≃ 𝐵. En effet, premièrement, les données d’une équivalence 𝑒 ∶
𝐴 ≃ 𝐵 privilégient la direction gauche–droite, puisque ↑𝑒 est directement ac‑
cessible à partir de 𝑒 comme première projection, alors que l’accès au transport
dedroite à gauchenécessite uneprojection supplémentaire. Ensuite, l’énoncéde
la propriété d’adjonction, disponible dans la Définition 8.2.2, est le suivant :

ap 𝜙 ∘ sec ≑ ret ∘ 𝜙

Cet énoncé utilise les preuves sec et ret, respectivement les propriétés de sec‑
tion et de rétraction de 𝑒, mais pas de façon symétrique, bien qu’il soit possible
d’obtenir une définition équivalente en les permutant. Cet enchevêtrement tue
tout espoir de pouvoir retracer les rôles respectifs de chaque fonction de trans‑
port, au cours d’une traduction de paramétricité univalente donnée. Cependant,
l’exercice 4.2 du livre HoTT [64] suggère une présentation symétrique de l’équiva‑ [64] : UNıVALENT FOUNDATıONſ PROGRAM 

(2013), Homotopy Type Theory : Univalent
Foundations of Mathematics

lence de types, à l’aide de relations fonctionnelles.

DÉFıNıTıON 9.1.1
Toute relation 𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖 est dite fonctionnelle lorsque chaque valeur
de 𝐴 est uniquement reliée à exactement une valeur de 𝐵 dans 𝑅 :

IsFun(𝑅) ∶= Π𝑎 ∶ 𝐴. IsContr(Σ𝑏 ∶ 𝐵. 𝑅 𝑎 𝑏)

où IsContr(⋅) est le prédicat classique de contractilité :

IsContr(𝑇 ) ∶= Σ𝑡0 ∶ 𝑇 . Π𝑡 ∶ 𝑇 . 𝑡 = 𝑡0

Onpeutàprésent formuler l’équivalencede typesdemanière symétrique, comme
une relation fonctionnelle dont la relation symétrique est également fonction‑
nelle :

LEMME 9.1.2
Pour tous types 𝐴, 𝐵 ∶ □𝑖, le type 𝐴 ≃ 𝐵 est équivalent à :

Σ𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖. IsFun(𝑅) × IsFun(𝑅−1)

où la relation 𝑅−1 ∶ 𝐵 → 𝐴 → □𝑖 permute simplement les arguments d’une
relation arbitraire 𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖.

Effectuons la preuve de ce résultat, laissée comme exercice dans [64].

Le lemme suivant, qui explique pourquoi IsFun(⋅) caractérise des relations fonc‑
tionnelles, est nécessaire :
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LEMME 9.1.3
Pour tous types 𝐴, 𝐵 ∶ □𝑖, on a :

(𝐴 → 𝐵) ≃ Σ𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖. IsFun(𝑅).

Démonstration. La preuve s’effectue en chaînant les équivalences suivantes :

Σ𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖. IsFun(𝑅)
↓ définition

≡ Σ𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖. Π𝑎 ∶ 𝐴. IsContr(Σ𝑏 ∶ 𝐵. 𝑅 𝑎 𝑏)
↓ échange de lieurs non dépendants entre eux

≃ Π𝑎 ∶ 𝐴. Σ𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖. IsContr(Σ𝑏 ∶ 𝐵. 𝑅 𝑎 𝑏)
↓ en posant 𝑃 ∶= 𝑅 𝑎, le premier lieur n’est plus dépendant

≃ 𝐴 → Σ𝑃 ∶ 𝐵 → □𝑖. IsContr(Σ𝑏 ∶ 𝐵. 𝑃 𝑏)
↓ lemme standard de HoTT

≃ 𝐴 → 𝐵

■

Preuve du Lemme 9.1.2. Lapreuvese fait enchaînant leséquivalences suivantes :

𝐴 ≃ 𝐵
↓ définition

≃ Σ𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵. IsEquiv(𝑓)
↓ résultat classique de HoTT

≃ Σ𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵. Π𝑏 ∶ 𝐵. IsContr(Σ𝑎 ∶ 𝐴. 𝑓 𝑎 = 𝑏)
↓ définition de IsFun(⋅)

≃ Σ𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵. IsFun(𝜆(𝑏 ∶ 𝐵)(𝑎 ∶ 𝐴). 𝑓 𝑎 = 𝑏)
↓ Lemme 9.1.3

≃ Σ(𝑓 ∶ Σ(𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖). IsFun(𝑅)). IsFun(𝑓.1−1)
↓ associativité de Σ

≃ Σ𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖. IsFun(𝑅) × IsFun(𝑅−1)

■

La version symétrique de l’équivalence de types donnée par le Lemme 9.1.2 n’ex‑
pose toutefois pas explicitement les deux fonctions de transport dans ses don‑
nées, bien que ce contenu calculatoire puisse être extrait via des projections sur
les preuves de contractilité. En fait, il est possible de concevoir une définition de
l’équivalence qui donne directement les deux fonctions de transport tout en de‑
meurant symétrique. L’ingrédient essentiel de cette reformulation est une carac‑
térisation alternative des relations fonctionnelles.

DÉFıNıTıON 9.1.4
Pour tous types 𝐴, 𝐵 ∶ □𝑖, une relation 𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖 est une applica-
tion univalente, notée IsUMap(𝑅), lorsqu’il existe une fonction dont elle est
exactement le graphe et que cette même propriété est accompagnée d’une



9 L’équivalence de types, sur mesure 91

preuve de cohérence :

IsUMap(𝑅) ∶= Σ(𝑚 ∶ 𝐴 → 𝐵)
(𝜋1 ∶ Π(𝑎 ∶ 𝐴)(𝑏 ∶ 𝐵). 𝑚 𝑎 = 𝑏 → 𝑅 𝑎 𝑏)
(𝜋2 ∶ Π(𝑎 ∶ 𝐴)(𝑏 ∶ 𝐵). 𝑅 𝑎 𝑏 → 𝑚 𝑎 = 𝑏).

Π(𝑎 ∶ 𝐴)(𝑏 ∶ 𝐵). (𝜋1 𝑎 𝑏) ∘ (𝜋2 𝑎 𝑏) ≑ 𝑖𝑑

Le lemme central de cette sous‑section, prouvé formellement dans le code de
TROCQ, est le suivant :

LEMME 9.1.5
Pour tous types 𝐴, 𝐵 ∶ □𝑖 et toute relation 𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □𝑖,

IsFun(𝑅) ≃ IsUMap(𝑅).

Démonstration. La preuve s’effectue en réécrivant le côté gauche petit à petit :

IsFun(𝑅)
↓ définitions

≃ Π𝑎0. Σ(𝑐 ∶ Σ𝑏. 𝑅 𝑎0 𝑏). Π(𝑝 ∶ Σ𝑏. 𝑅 𝑎0 𝑏). 𝑐 = 𝑝
↓ associativité de Σ

≃ Π𝑎0. Σ𝑏0. Σ𝑟 ∶ 𝑅 𝑎0 𝑏0. Π(𝑝 ∶ Σ𝑏. 𝑅 𝑎0 𝑏). (𝑏0 ; 𝑟) = 𝑝
↓ choix intuitionniste

≃ Σ𝜙 ∶ 𝐴 → 𝐵. Π𝑎0. Σ𝑟 ∶ 𝑅 𝑎0 (𝜙 𝑎0). Π(𝑝 ∶ Σ𝑏. 𝑅 𝑎0 𝑏). (𝜙 𝑎0 ; 𝑟) = 𝑝
↓ permutation des lieurs et abstraction de 𝑎0 dans 𝑟

≃ Σ𝜙. Σ(𝑟 ∶ Π𝑎. 𝑅 𝑎 (𝜙 𝑎)). Π𝑎0. Π(𝑝 ∶ Σ𝑏. 𝑅 𝑎0 𝑏). (𝜙 𝑎0 ; 𝑟 𝑎0) = 𝑝
↓ découpage de 𝑝

≃ Σ𝜙. Σ𝑟. Π𝑎0. Π𝑏0. Π(𝑟′ ∶ 𝑅 𝑎0 𝑏0). (𝜙 𝑎0 ; 𝑟 𝑎0) = (𝑏 ; 𝑟′)
↓ décomposition de la preuve d’égalité sur une paire dépendante

≃ Σ𝜙. Σ𝑟. Π𝑎0. Π𝑏0. Π𝑟′. Σ𝑒 ∶ 𝜙 𝑎0 = 𝑏0. 𝑟 𝑎0 =𝑒 𝑟′

↓ permutation des lieurs et abstraction de 𝑎0, 𝑏0 et 𝑟′ dans 𝑒
≃ Σ𝜙. Σ𝑟. Σ(𝑒 ∶ Π𝑎. Π𝑏. 𝑅 𝑎 𝑏 → 𝜙 𝑎 = 𝑏). Π𝑎0. Π𝑏0. Π𝑟′. 𝑟 =𝑒 𝑎0 𝑏0 𝑟′ 𝑟′

On identifie que 𝜙 est la valeur 𝑚 dans la définition de IsUMap(𝑅), et 𝑒 est
la valeur 𝜋2. En renommant et en réorganisant les Σ‑types, il reste à prouver la
propriété suivante :

Σ(𝜋1 ∶ Π𝑎. Π𝑏. 𝑚 𝑎 = 𝑏 → 𝑅 𝑎 𝑏). (𝜋1 𝑎0 𝑏0) ∘ (𝜋2 𝑎0 𝑏0) ≑ id

≃ Σ(𝑟 ∶ Π𝑎. 𝑅 𝑎 (𝑚 𝑎)). Π(𝑟′ ∶ 𝑅 𝑎0 𝑏0). 𝑟 𝑎0 =𝜋2 𝑎0 𝑏0 𝑟′ 𝑟′

Nous renvoyons le lecteur au code associé. ■

Le corollaire direct est une nouvelle caractérisation de l’équivalence de types :

THÉORÈME 9.1.1
Pour tous types 𝐴, 𝐵 ∶ □, on a :

(𝐴 ≃ 𝐵) ≃ Param⊤ 𝐴 𝐵
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où la relation Param⊤ 𝐴 𝐵 est définie comme :

Param⊤ 𝐴 𝐵 ∶= Σ𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □.
IsUMap(𝑅) × IsUMap(𝑅−1)

La collection de données obtenue estmaintenant symétrique, puisque la version
inverse de l’équivalence basée sur les applications univalentes peut être obtenue
en inversant la relation et en échangeant les deux preuves de fonctionnalité. Si
la règle 𝜂 pour les enregistrements est vérifiée, cette symétrie est même défini‑
tionnellement involutive.

9.1.2 Recomposition hiérarchiquedes témoins de paramétricité

La Définition 9.1.4 des applications univalentes et la reformulation de l’équiva‑
lence de types qui en résulte suggèrent d’introduire une hiérarchie de structures
pour les relations hétérogènes, qui expose à quel point une relation donnée est
proche de l’équivalence de types. Cette distance est elle aussi décrite en termes
de structure disponible respectivement sur les fonctions de transport de gauche
à droite et de droite à gauche.

DÉFıNıTıON 9.1.6
Pour 𝑛, 𝑘 ∈ {0, 1, 2a, 2b, 3, 4} et 𝛼 = (𝑛, 𝑘), la relation Param𝛼 est définie
comme :

Param𝛼 ∶= 𝜆(𝐴 𝐵 ∶ □).
Σ𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □.Class𝛼 𝑅

où la classe applicative Class𝛼 𝑅 se déplie en un type produit de deux té-
moins unilatéraux, l’un de 𝐴 vers 𝐵, l’autre de 𝐵 vers 𝐴 :

(M𝑛 𝐴 𝐵 𝑅) × (M𝑘 𝐵 𝐴 𝑅−1)

avec M𝑖 défini comme :

M0 𝐴 𝐵 𝑅 ∶= .
M1 𝐴 𝐵 𝑅 ∶= 𝐴 → 𝐵
M2a

𝐴 𝐵 𝑅 ∶= Σ𝑚 ∶ 𝐴 → 𝐵. 𝐺2a
𝐴 𝐵 𝑚 𝑅

M2b
𝐴 𝐵 𝑅 ∶= Σ𝑚 ∶ 𝐴 → 𝐵. 𝐺2b

𝐴 𝐵 𝑚 𝑅
M3 𝐴 𝐵 𝑅 ∶= Σ(𝑚 ∶ 𝐴 → 𝐵).

(𝐺2a
𝐴 𝐵 𝑚 𝑅) × (𝐺2b

𝐴 𝐵 𝑚 𝑅)
M4 𝐴 𝐵 𝑅 ∶= Σ(𝑚 ∶ 𝐴 → 𝐵)

(𝑔a ∶ 𝐺2a
𝐴 𝐵 𝑚 𝑅)

(𝑔b ∶ 𝐺2b
𝐴 𝐵 𝑚 𝑅).

Π𝑎 𝑏. (𝑔a 𝑎 𝑏) ∘ (𝑔b 𝑎 𝑏) ≑ 𝑖𝑑

avec

𝐺2a
𝐴 𝐵 𝑚 𝑅 ∶= Π(𝑎 ∶ 𝐴)(𝑏 ∶ 𝐵). 𝑚 𝑎 = 𝑏 → 𝑅 𝑎 𝑏

𝐺2b
𝐴 𝐵 𝑚 𝑅 ∶= Π(𝑎 ∶ 𝐴)(𝑏 ∶ 𝐵). 𝑅 𝑎 𝑏 → 𝑚 𝑎 = 𝑏
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Pour tous types 𝐴 et 𝐵, et tout 𝑟 ∶ Param𝛼 𝐴 𝐵, on utilisera les notations
rel(𝑟), map(𝑟) et comap(𝑟) pour se référer respectivevement à la relation,
l’application de type 𝐴 → 𝐵, celle de type 𝐵 → 𝐴, incluse dans les données
de 𝑟, pour un 𝛼 suffisant.

DÉFıNıTıON 9.1.7
Nous désignons par 𝒜 l’ensemble {0, 1, 2a, 2b, 3, 4}2, utilisé pour indexer les
classes applicatives dans la Définition 9.1.6. Cet ensemble est partiellement
ordonné pour l’ordre produit sur {0, 1, 2a, 2b, 3, 4} défini à partir de l’ordre
partiel 0 < 1 < 2∗ < 3 < 4 avec 2∗ étant soit 2a soit 2b, et avec 2a et 2b
incomparables.

REMARQUE 9.1.8
La relation Param(4,4) de laDéfinition 9.1.6 coïncide avec la relation Param⊤

introduite dans le Théorème 9.1.1, équivalente au type des témoins de pa‑
ramétricité univalente. De même, nous désignons par Param⊥ la relation
Param(0,0), ce qui revient à avoir une relation 𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐵 → □ comme
dans la traduction de la paramétricité brute. Une relation dotée de la struc‑
ture Param(4,0) 𝐴 𝐵 (respectivement Param(3,3) 𝐴 𝐵 ) est le graphe d’une
application univalente de 𝐴 vers 𝐵 (respectivement un isomorphisme entre
𝐴 et 𝐵 ).

Dans le code associé, le treillis correspondant à la collection des M𝑛 est implé‑
menté comme une hiérarchie de tuples dépendants (plus précisément, de types
d’enregistrements). Chaque flèchede la Figure 9.1 représente l’inclusiondes don‑
nées de la structure source dans les données de la structure cible. De plus, les
nœuds sont étiquetés avec les noms des champs d’enregistrement correspon‑
dants introduits par la structure plus riche.

1

2b

0

2a

map
R_in_map

map_in_R

R_in_mapK

3 4

FıG. 9.1 : Implémentation de la hiérarchie de
la Définition 9.1.6

9.2 Peuplement de la hiérarchie de relations

À présent, on peut revisiter les traductions de paramétricité de § 8. En particulier,
la combinaison du Théorème 9.1.1 avec le théorème d’abstraction de la paramé‑
tricité univalente assure l’existence d’un terme 𝑝□𝑖

tel que :

⊢𝑢 𝑝□𝑖
∶ Param⊤

𝑖+1 □𝑖 □𝑖 et rel(𝑝□𝑖
) ≃ Param⊤

𝑖 .

Autrement dit, la relation Param⊤ ∶ □ → □ → □ peut être dotée d’une struc‑
ture Param⊤, en supposant l’univalence. De même, l’équation pour les univers,
dans la Figure 8.1 décrivant la traduction de paramétricité brute, peut être lue
comme le fait que la relation Param⊥ sur les univers peut être dotée d’une struc‑
ture Param⊥ □□.
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9.2.1 Traitement des univers

La hiérarchie des structures introduite par la Définition 9.1.6 permet désormais
uneanalyseplus finedes interprétations relationnellespossiblesdesunivers.Non
seulement, cela regrouperait les traductions de paramétricité brute et univalente
dans unmême cadre, mais cela permettrait également de généraliser la paramé‑
tricité à une classe plus large de relations. Dans ce but, nous généralisons l’obser‑
vation précédente sur l’ingrédient clé de la traduction des univers : pour chaque
𝛼 ∈ 𝒜, la relation Param𝛼 ∶ □ → □ → □ peut être dotée de plusieurs struc‑
tures du treillis, et l’on doit identifier les quelles selon 𝛼. Autrement dit, on doit
identifier les paires (𝛼, 𝛽) ∈ 𝒜2 pour lesquelles il est possible de construire un
terme 𝑝𝛼,𝛽

□ tel que :

⊢𝑢 𝑝𝛼,𝛽
□ ∶ Param𝛽 □□ et rel(𝑝𝛼,𝛽

□ ) ≡ Param𝛼 (9.1)

Notonsquenousvisons ici uneégalitédéfinitionnelleentre rel(𝑝𝛼,𝛽
□ ) et Param𝛼,

plutôt qu’une équivalence. Il est facile de voir qu’un terme 𝑝𝛼,⊥
□ existe pour tout

𝛼 ∈ 𝒜, puisque Param⊥ n’exige aucune structure sur la relation. En revanche,
il est impossible de construire un terme 𝑝⊥,⊤

□ , c’est‑à‑dire de transformer une re‑
lation arbitraire en une équivalence de types.

DÉFıNıTıON 9.2.1
On note 𝒟□ le sous‑ensemble suivant de 𝒜2 :

𝒟□ = {(𝛼, 𝛽) ∈ 𝒜2 | 𝛼 = ⊤ ∨ 𝛽 ∈ {0, 1, 2a}2}

Le code associé 2 construit les termes 𝑝𝛼,𝛽
□ pour chaque paire (𝛼, 𝛽) ∈ 𝒟□, en 2 : Fichier Param_Type.v .

utilisant unméta‑programmepour les générer à partir d’une collectionminimale
dedéfinitionsmanuelles. Enparticulier, en supposant l’univalence, il est possible
de construire un terme 𝑝⊤,⊤

□ , qui peut être considéré comme un analogue de
la traduction [□ ] de la paramétricité univalente. Plus généralement, les termes
fournis 𝑝𝛼,𝛽

□ dépendent de l’univalence si et seulement si 𝛽 ∉ {0, 1, 2a}2.

9.2.2 Traitement des produits dépendants

La question naturelle suivante est l’étude des structures possibles Param𝛾 qui
peuventéquiperune relationassociéeàunproduitdépendant Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵, lorsque
les relationsassociéesaux types 𝐴 et 𝐵 sont respectivementéquipéesdes struc‑
tures Param𝛼 et Param𝛽.

Autrement dit, nous devons identifier les triplets (𝛼, 𝛽, 𝛾) ∈ 𝒜3 pour lesquels il
est possible de construire un terme 𝑝𝛾

Π tel que :

Γ ⊢ 𝐴𝑅 ∶ Param𝛼 𝐴 𝐴′

Γ, 𝑥 ∶ 𝐴, 𝑥′ ∶ 𝐴′, 𝑥𝑅 ∶ 𝐴𝑅 𝑥 𝑥′ ⊢ 𝐵𝑅 ∶ Param𝛽 𝐵 𝐵′

Γ ⊢ 𝑝𝛾
Π 𝐴𝑅 𝐵𝑅 ∶ Param𝛾 (Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵) (Π𝑥′ ∶ 𝐴′. 𝐵′)

et

rel(𝑝𝛾
Π 𝐴𝑅 𝐵𝑅) ≡ 𝜆𝑓 𝑓 ′. Π(𝑥 ∶ 𝐴)(𝑥′ ∶ 𝐴′)(𝑥𝑅 ∶ rel(𝐴𝑅) 𝑥 𝑥′).

rel(𝐵𝑅) (𝑓 𝑥) (𝑓 𝑥′)

La collection correspondantede triplets peut en fait être décrite commeune fonc‑
tion 𝒟Π ∶ 𝒜 → 𝒜2, telle que 𝒟Π(𝛾) = (𝛼, 𝛽) fournit les exigencesminimales
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sur les structuresassociéesà 𝐴 et 𝐵, en cequi concerne l’ordrepartiel sur 𝒜2. Le
code associé 3 fournit une collection correspondante de termes 𝑝𝛾

Π pour chaque 3 : Fichier Param_forall.v .
𝛾 ∈ 𝒜, ainsi que tous les affaiblissements qui y sont associés. Une fois encore,
ces définitions sont générées par unméta‑programme. On observe en particulier
que par symétrie, 𝑝(𝑚,𝑛)

Π peut être obtenu à partir de 𝑝(𝑚,0)
Π et 𝑝(𝑛,0)

Π , en permu‑
tant ce dernier et en le collant au premier. Par conséquent, les valeurs de 𝑝𝛾

Π et
𝒟Π(𝛾) sont complètement déterminées par celles de 𝑝(𝑚,0)

Π et 𝒟Π(𝑚, 0). En
particulier, pour tous 𝑚, 𝑛 ∈ 𝒜 :

𝒟Π(𝑚, 𝑛) = ((𝑚𝐴, 𝑛𝐴), (𝑚𝐵, 𝑛𝐵))

pour 𝑚𝐴, 𝑛𝐴, 𝑚𝐵, 𝑛𝐵 ∈ 𝒜 définis comme

𝒟Π(𝑚, 0) = ((0, 𝑛𝐴), (𝑚𝐵, 0))
𝒟Π(𝑛, 0) = ((0, 𝑚𝐴), (𝑛𝐵, 0))

Nous résumons en Figure 9.2 les valeurs de 𝒟Π(𝑚, 0).4 4 : Lescasesgriséesmettentenévidenceune
dépendance plus faible dans le cas d’un type
flèche par rapport au cas général du produit
dépendant.

𝑚 𝒟Π(𝑚, 0)1 𝒟Π(𝑚, 0)2
0 (0, 0) (0, 0)
1 (0, 2a) (1, 0)
2a (0, 4) (2a, 0)
2b (0, 2a) (2b, 0)
3 (0, 4) (3, 0)
4 (0, 4) (4, 0)

𝑚 𝒟→(𝑚, 0)1 𝒟→(𝑚, 0)2
0 (0, 0) (0, 0)
1 (0, 1) (1, 0)
2a (0, 2b) (2a, 0)
2b (0, 2a) (2b, 0)
3 (0, 3) (3, 0)
4 (0, 4) (4, 0) FıG. 9.2 : Dépendances minimales pour les

produits dépendants et non dépendants à la
classe (𝑚, 0)

9.2.3 Le cas des produits nondépendants

Notons que dans le cas d’un produit non dépendant, la construction de 𝑝𝛾
→ né‑

cessite moins de structure sur le domaine 𝐴 d’un type flèche 𝐴 → 𝐵, ce qui
motive l’introduction de la fonction 𝒟→(𝛾). L’utilisation du combinateur pour
les produits dépendants pour interpréter un type flèche, bien que correcte, en‑
traîne potentiellement des exigences de structure (et d’axiomes) inutiles. Le code
associé 5 inclut une construction des termes 𝒟𝑡𝑜𝛾 pour tout 𝛾 ∈ 𝒜. 5 : Fichier Param_arrow.v .
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Ce chapitre présente TROCQ, un cadre pour le transfert de preuve conçu comme
une généralisation des traductions de paramétricité, demanière à permettre l’in‑
terprétation des types comme des instances des structures introduites en § 9.2.1.
Nous le présentons à l’aide de séquents, en étroite correspondance avec le sys‑
tème de typage de 𝐶𝐶𝜔, tout en expliquant de manière cohérente les transfor‑
mations des termes et des contextes. Cette présentation s’écarte de la littérature
sur la paramétricité dans les SystèmesdeTypagePurs,mais elle se rapprochedes
implémentations réelles, dont la gestion nécessaire des contextes de paramétri‑
cité est mise sous le tapis par les conventions de notation.

Dans cet objectif, nous introduisons successivement quatre calculs de complexi‑
té croissante. Nous commençons par introduire cette présentation en séquents
en reformulant la traduction de la paramétricité brute (§ 10.1) et celle de la pa‑
ramétricité univalente (§ 10.2). Nous introduisons ensuite 𝐶𝐶+

𝜔 , un Calcul des
Constructionsavecdesannotations sur les sortesetdusous‑typage (§10.3), avant
de définir le calcul TROCQ (§ 10.4).

10.1 Séquents de paramétricité brute

Nous introduisons des contextes de paramétricité, sous la forme d’une liste de
triplets regroupant des paires de variables avec un témoin de leur liaison :

Ξ ∶∶= 𝜀 | Ξ, 𝑥 ∼ 𝑥′ ∵ 𝑥𝑅

On écrit (𝑥, 𝑥′, 𝑥𝑅) ∈ Ξ s’il existe Ξ′ et Ξ″ tels que :

Ξ = Ξ′, 𝑥 ∼ 𝑥′ ∵ 𝑥𝑅, Ξ″

Onnote Var(Ξ) la liste des variables liées dans un contexte de paramétricité Ξ :

Var(𝜀) = 𝜀 Var(Ξ, 𝑥 ∼ 𝑥′ ∵ 𝑥𝑅) = Var(Ξ), 𝑥, 𝑥′, 𝑥𝑅

Uncontextedeparamétricité Ξ estbien formé (et l’onnote Ξ ⊢ ) si la liste Var(Ξ)
est sans doublon. Dans ce cas, on utilise la notation Ξ(𝑥) = (𝑥′, 𝑥𝑅) comme sy‑
nonyme de (𝑥, 𝑥′, 𝑥𝑅) ∈ Ξ.

Un jugement deparamétricité relieuncontextedeparamétricité Ξ et trois termes
𝑀 , 𝑀 ′ et 𝑀𝑅 de 𝐶𝐶𝜔. Les jugements de paramétricité sont définis par les
règles de la Figure 10.1. On les note et lit de la façon suivante :

Ξ ⊢ 𝑀 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅
Dans le contexte Ξ, le terme 𝑀 se traduit par le terme 𝑀 ′, car 𝑀𝑅.

LEMME 10.1.1
La relation associant un terme 𝑀 à une paire (𝑀 ′, 𝑀𝑅) telle que Ξ ⊢ 𝑀 ∼
𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅, avec Ξ un contexte de paramétricité bien formé, est fonctionnelle :
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Ξ ⊢ □𝑖 ∼ □𝑖 ∵ 𝜆(𝐴 𝐵 ∶ □𝑖). 𝐴 → 𝐵 → □𝑖
(PARAMSORT)

(𝑥, 𝑥′, 𝑥𝑅) ∈ Ξ Ξ ⊢
Ξ ⊢ 𝑥 ∼ 𝑥′ ∵ 𝑥𝑅

(PARAMVAR)

Ξ ⊢ 𝑀 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅 Ξ ⊢ 𝑁 ∼ 𝑁 ′ ∵ 𝑁𝑅
Ξ ⊢ 𝑀 𝑁 ∼ 𝑀 ′ 𝑁 ′ ∵ 𝑀𝑅 𝑁 𝑁 ′ 𝑁𝑅

(PARAMAPP)

Ξ, 𝑥 ∼ 𝑥′ ∵ 𝑥𝑅 ⊢ 𝑀 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅
Ξ ⊢ 𝜆𝑥 ∶ 𝐴. 𝑀 ∼ 𝜆𝑥′ ∶ 𝐴′. 𝑀 ′ ∵ 𝜆𝑥 𝑥′ 𝑥𝑅. 𝑀𝑅

(PARAMLAM)

Ξ ⊢ 𝐴 ∼ 𝐴′ ∵ 𝐴𝑅
Ξ, 𝑥 ∼ 𝑥′ ∵ 𝑥𝑅 ⊢ 𝐵 ∼ 𝐵′ ∵ 𝐵𝑅 𝑥, 𝑥′ ∉ Var(Ξ)

Ξ ⊢ Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 ∼ Π𝑥′ ∶ 𝐴′. 𝐵′ ∵ 𝜆𝑓 𝑔. Π𝑥 𝑥′ 𝑥𝑅. 𝐵𝑅 (𝑓 𝑥) (𝑔 𝑥′) (PARAMPı)
FıG. 10.1 : PARAM : traduction de paramétrici‑
té binaire en style relationnel

pour tout terme 𝑀 et tout Ξ bien formé :

∀𝑀 ′, 𝑁 ′, 𝑀𝑅, 𝑁𝑅,
Ξ ⊢ 𝑀 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅 ∧ Ξ ⊢ 𝑀 ∼ 𝑁 ′ ∵ 𝑁𝑅 ⟹

(𝑀 ′, 𝑀𝑅) = (𝑁 ′, 𝑁𝑅)

Démonstration. Immédiate par induction sur la syntaxe de 𝑀 . ■

Cette présentation de la paramétricité fournit donc une définition alternative de
la traduction J ⋅ K de la Figure 8.1, en explicitant la gestion de contexte masquée
par la convention de notation «prime» de cette dernière.

DÉFıNıTıON 10.1.2
Un contexte de paramétricité Ξ est admissible pour un contexte de typage
bien formé Γ, noté Γ ▷ Ξ, lorsque Ξ est bien formé en tant que contexte
de paramétricité et que Γ fournit des annotations de type cohérentes pour
tous les termes de Ξ, c’est‑à‑dire que pour toutes variables 𝑥, 𝑥′, 𝑥𝑅 telles
que Ξ(𝑥) = (𝑥′, 𝑥𝑅) et pour tous termes 𝐴′ et 𝐴𝑅 :

Ξ ⊢ Γ(𝑥) ∼ 𝐴′ ∵ 𝐴𝑅 ⟹ Γ(𝑥′) = 𝐴′ ∧ Γ(𝑥𝑅) ≡ 𝐴𝑅 𝑥 𝑥′

On peut désormais énoncer et prouver un théorème d’abstraction :

THÉORÈME 10.1.1 (Théorème d’abstraction)

Γ ⊢
Γ ⊢ 𝑀 ∶ 𝐴 Γ ▷ Ξ Ξ ⊢ 𝑀 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅 Ξ ⊢ 𝐴 ∼ 𝐴′ ∵ 𝐴𝑅

Γ ⊢ 𝑀 ′ ∶ 𝐴′ et Γ ⊢ 𝑀𝑅 ∶ 𝐴𝑅 𝑀 𝑀 ′

Démonstration. Par induction sur la dérivation de Ξ ⊢ 𝑀 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅. ■
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10.2 Séquents de paramétricité univalente

Nous proposons maintenant en Figure 10.2 une version reformulée de la traduc‑
tion de paramétricité univalente [14], en utilisant le même style relationnel et en [14] : TABAREAU et coll. (2021), «The marriage

of univalence and parametricity»remplaçant la traduction des univers par la relation équivalente Param⊤. Dans
cette variante, les jugements de paramétricité sont notés de la façon suivante, où
Ξ est uncontextedeparamétricité et 𝑀 , 𝑀 ′ et 𝑀𝑅 sontdes termesde𝐶𝐶𝜔 :

Ξ ⊢𝑢 𝑀 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅

L’indice 𝑢 rappelle que les jugements de typage Γ ⊢𝑢 𝑀 ∶ 𝐴 impliqués dans le
théorème d’abstraction associé sont des jugements de typage de 𝐶𝐶𝜔 muni de
l’axiome d’univalence.

Ξ ⊢𝑢 □𝑖 ∼ □𝑖 ∵ 𝑝⊤,⊤
□𝑖

(UPARAMSORT)

(𝑥, 𝑥′, 𝑥𝑅) ∈ Ξ Ξ ⊢
Ξ ⊢𝑢 𝑥 ∼ 𝑥′ ∵ 𝑥𝑅

(UPARAMVAR)

Ξ ⊢𝑢 𝑀 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅 Ξ ⊢𝑢 𝑁 ∼ 𝑁 ′ ∵ 𝑁𝑅
Ξ ⊢𝑢 𝑀 𝑁 ∼ 𝑀 ′ 𝑁 ′ ∵ 𝑀𝑅 𝑁 𝑁 ′ 𝑁𝑅

(UPARAMAPP)

Ξ ⊢𝑢 𝐴 ∼ 𝐴′ ∵ 𝐴𝑅 Ξ, 𝑥 ∼ 𝑥′ ∵ 𝑥𝑅 ⊢𝑢 𝑀 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅
Ξ ⊢𝑢 𝜆𝑥 ∶ 𝐴. 𝑀 ∼ 𝜆𝑥′ ∶ 𝐴′. 𝑀 ′ ∵ 𝜆𝑥 𝑥′ 𝑥𝑅. 𝑀𝑅

(UPARAMLAM)

Ξ ⊢𝑢 𝐴 ∼ 𝐴′ ∵ 𝐴𝑅 Ξ, 𝑥 ∼ 𝑥′ ∵ 𝑥𝑅 ⊢𝑢 𝐵 ∼ 𝐵′ ∵ 𝐵𝑅
Ξ ⊢𝑢 Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 ∼ Π𝑥′ ∶ 𝐴′. 𝐵′ ∵ 𝑝⊤

Π 𝐴𝑅 𝐵𝑅
(UPARAMPı)

FıG. 10.2 : UPARAM : règles de paramétricité
univalente

Onpeut àprésent reformuler le théorèmed’abstractionpour la paramétricité uni‑
valente.

THÉORÈME 10.2.1 (Théorème d’abstraction univalente)

Γ ⊢
Γ ⊢ 𝑀 ∶ 𝐴 Γ ▷ Ξ Ξ ⊢𝑢 𝑀 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅 Ξ ⊢𝑢 𝐴 ∼ 𝐴′ ∵ 𝐴𝑅

Γ ⊢ 𝑀 ′ ∶ 𝐴′ et Ξ ⊢𝑢 𝑀𝑅 ∶ rel(𝐴𝑅) 𝑀 𝑀 ′

Démonstration. Par induction sur la dérivation de Ξ ⊢𝑢 𝑀 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅. ■

REMARQUE 10.2.1
Dans le Théorème 10.2.1, le terme rel(𝐴𝑅) est une relation de type 𝐴 →
𝐴′ → □. En effet,

Γ ⊢ 𝐴 ∶ □𝑖 Ξ ⊢𝑢 𝐴 ∼ 𝐴′ ∵ 𝐴𝑅 Γ ▷ Ξ
Γ ⊢𝑢 𝐴𝑅 ∶ rel(𝑝⊤,⊤

□𝑖
) 𝐴 𝐴′
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implique que 𝐴𝑅 est de type

rel(𝑝⊤,⊤
□𝑖

) 𝐴 𝐴′

≡ Param⊤ 𝐴 𝐴′

≡ Σ𝑅 ∶ 𝐴 → 𝐴′ → □. IsUMap(𝑅) × IsUMap(𝑅−1)

10.3 Théorie des types annotés

Nous sommes maintenant prêts à généraliser l’interprétation relationnelle des
types fournie par la traductiondeparamétricité univalente, afin depermettre l’in‑
terprétation des sortes par des instances de structures plus faibles que l’équiva‑
lence. Dans cet objectif, nous introduisons une variante𝐶𝐶+

𝜔 de𝐶𝐶𝜔 où chaque
univers est annoté par une étiquette indiquant la structure disponible sur son in‑
terprétation relationnelle. Rappelons que nous avons utilisé en § 9.2.1 les paires
𝛼 ∈ 𝒜2 pour identifier les différentes structures du treillis qui décompose l’équi‑
valence de types : ce sont les étiquettes annotant les sortes de 𝐶𝐶+

𝜔 , de sorte
que si 𝐴 a le type □𝛼, alors la relation associée 𝐴𝑅 a le type Param𝛼 𝐴 𝐴′. La
syntaxe de 𝐶𝐶+

𝜔 est donc la suivante :

𝑀, 𝑁, 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒯𝐶𝐶+𝜔
∶∶= □𝛼

𝑖 | 𝑥 | 𝑀 𝑁 | 𝜆𝑥 ∶ 𝐴. 𝑀 | Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵
𝛼 ∈ 𝒜 = {0, 1, 2a, 2b, 3, 4}2 𝑖 ∈ ℕ

Avant d’achever la définition formelle du cadre de transfert de preuve de TROCQ,
illustrons de manière informelle comment ces annotations vont conduire l’inter‑
prétation des termes, et en particulier d’un produit dépendant Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵. Dans
ce cas, avant de traduire 𝐵, trois termes représentant la variable liée 𝑥, sa traduc‑
tion 𝑥′ et le témoindeparamétricité 𝑥𝑅 sont ajoutésaucontexte. Le typede 𝑥𝑅
est rel(𝐴𝑅) 𝑥 𝑥′ où 𝐴𝑅 est le témoin de paramétricité reliant 𝐴 à sa traduction
𝐴′. Le rôle de l’annotation 𝛼 sur la sorte du type 𝐴 est donc d’indiquer la quanti‑
té d’informations disponibles dans le témoin 𝑥𝑅, en déterminant le type de 𝐴𝑅.
Cette intention se reflète dans les règles de typage de𝐶𝐶+

𝜔 , qui s’appuient sur la
définition des ensembles 𝒟□, 𝒟→ et 𝒟Π, introduits en § 9.2.

Le typage des termes dans𝐶𝐶+
𝜔 nécessite de définir une relation de sous-typage

≼, définie par les règles de la Figure 10.3. Les règles de typage de 𝐶𝐶+
𝜔 sont dis‑

ponibles en Figure 10.4 et suivent les présentations classiques [67]. La relation ≡ [67] : AſPıNALL et coll. (2001), «Subtyping de‑
pendent types»dans la règle SUBCONV est la relation de conversion, définie comme la fermeture

de l’𝛼‑équivalence et de la𝛽‑réduction sur cette variante du𝜆‑calcul. Nous avons
donc deux types de jugement dans ce calcul :

Γ ⊢+ 𝐴 ≼ 𝐵 et Γ ⊢+ 𝑀 ∶ 𝐴

où 𝑀 , 𝐴 et 𝐵 sont des termes de 𝐶𝐶+
𝜔 et Γ est un contexte dans 𝐶𝐶+

𝜔 .1 1 : Γ ∶∶= 𝜀 | Γ, 𝑥 ∶ 𝐴.
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Γ ⊢+ 𝐴 ∶ 𝐾 Γ ⊢+ 𝐵 ∶ 𝐾 𝐴 ≡ 𝐵
Γ ⊢+ 𝐴 ≼ 𝐵 (SUBCONV)

𝛼 ≥ 𝛽 𝑖 ≤ 𝑗
Γ ⊢+ □𝛼

𝑖 ≼ □𝛽
𝑗

(SUBSORT) Γ ⊢+ 𝑀 ′ 𝑁 ∶ 𝐾 Γ ⊢+ 𝑀 ≼ 𝑀 ′

Γ ⊢+ 𝑀 𝑁 ≼ 𝑀 ′ 𝑁 (SUBAPP)

Γ, 𝑥 ∶ 𝐴 ⊢+ 𝑀 ≼ 𝑀 ′

Γ ⊢+ 𝜆𝑥 ∶ 𝐴. 𝑀 ≼ 𝜆𝑥 ∶ 𝐴. 𝑀 ′ (SUBLAM)

Γ ⊢+ Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 ∶ □𝛾
𝑖 Γ ⊢+ 𝐴′ ≼ 𝐴 Γ, 𝑥 ∶ 𝐴′ ⊢+ 𝐵 ≼ 𝐵′

Γ ⊢+ Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 ≼ Π𝑥 ∶ 𝐴′. 𝐵′ (SUBPı)

𝐾 ∶∶= □𝛾
𝑖 | Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐾

FıG. 10.3 : Règles de sous‑typage pour 𝐶𝐶+
𝜔

Γ ⊢+ 𝑀 ∶ 𝐴 Γ ⊢+ 𝐴 ≼ 𝐵
Γ ⊢+ 𝑀 ∶ 𝐵 (CONV + ) (𝛼, 𝛽) ∈ 𝒟□

Γ ⊢+ □𝛼
𝑖 ∶ □𝛽

𝑖+1
(SORT + )

(𝑥, 𝐴) ∈ Γ Γ ⊢+
Γ ⊢+ 𝑥 ∶ 𝐴 (VAR + ) Γ ⊢+ 𝐴 ∶ □𝛾

𝑖 𝑥 ∉ Var(Γ)
Γ, 𝑥 ∶ 𝐴 ⊢+

(CONTEXT + )

Γ ⊢+ 𝑀 ∶ Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 Γ ⊢+ 𝑁 ∶ 𝐴
Γ ⊢+ 𝑀 𝑁 ∶ 𝐵[𝑥 ∶= 𝑁] (APP + )

Γ, 𝑥 ∶ 𝐴 ⊢+ 𝑀 ∶ 𝐵
Γ ⊢+ 𝜆𝑥 ∶ 𝐴. 𝑀 ∶ Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 (LAM + )

Γ ⊢+ 𝐴 ∶ □𝛼
𝑖 Γ ⊢+ 𝐵 ∶ □𝛽

𝑖 𝒟→(𝛾) = (𝛼, 𝛽)
Γ ⊢+ 𝐴 → 𝐵 ∶ □𝛾

𝑖
(ARROW + )

Γ ⊢+ 𝐴 ∶ □𝛼
𝑖 Γ, 𝑥 ∶ 𝐴 ⊢+ 𝐵 ∶ □𝛽

𝑖 𝒟Π(𝛾) = (𝛼, 𝛽)
Γ ⊢+ Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 ∶ □𝛾

𝑖
(Pı + )

FıG. 10.4 : Règles de typage pour 𝐶𝐶+
𝜔



10 Un calcul pour le transfert de preuve 101

10.4 Le calcul TROCQ

L’étape finale de la généralisation annoncée consiste à construire un analogue
aux traductions de paramétricité disponibles dans les Systèmes de Typage Purs,
mais pour la théorie des types annotée de § 10.3. Cet analogue est orienté vers
le transfert de preuve et donc conçu pour synthétiser la sortie de la traduction à
partir de son entrée, plutôt que pour vérifier que certaines paires de termes sont
en relation. Cependant, la division de l’interprétation des univers en un treillis de
structures relationnelles possibles signifie que le terme source de la traduction
ne suffit pas à caractériser le résultat souhaité : la traduction doit recevoir des
informations supplémentaires sur le résultat escompté de la traduction. Dans le
calcul de TROCQ, cette information supplémentaire est un type de 𝐶𝐶+

𝜔 .

On définit donc les contextes de TROCQ comme des listes de quadruplets :

Δ ∶∶= 𝜀 | Δ, 𝑥 @ 𝐴 ∼ 𝑥′ ∵ 𝑥𝑅 où 𝐴 ∈ 𝒯𝐶𝐶+𝜔

Nous introduisons également une fonction 𝛾 de conversiondes contextes TROCQ
vers les contextes de 𝐶𝐶+

𝜔 :

𝛾(𝜀) = 𝜀
𝛾(Δ, 𝑥 @ 𝐴 ∼ 𝑥′ ∵ 𝑥𝑅) = 𝛾(Δ), 𝑥 ∶ 𝐴

Or, un jugement TROCQ est une relation quaternaire, qui se note et se lit de la
façon suivante :

Δ ⊢𝑡 𝑀 @ 𝐴 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅
Dans le contexte Δ, le terme 𝑀 de type annoté 𝐴 se traduit en 𝑀 ′, car 𝑀𝑅.

Les jugements de TROCQ sont définis par les règles de la Figure 10.5. Cette défi‑
nition utilise une fonction d’affaiblissement pour les témoins de paramétricité,
définie comme suit.

DÉFıNıTıON 10.4.1
Pour tous 𝑝, 𝑞 ∈ {0, 1, 2a, 2b, 3, 4}, tels que 𝑝 ≥ 𝑞, on définit l’application
↓𝑝

𝑞 ∶ M𝑝 → M𝑞 comme la fonction oubliant les champs de M𝑝 qui ne sont
pas présents dans M𝑞. Pour tous 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜, tels que 𝛼 ≥ 𝛽, la fonction ⇊𝛼

𝛽 ∶
Param𝛼 𝐴 𝐵 → Param𝛽 𝐴 𝐵 est définie comme :

⇊(𝑚,𝑛)
(𝑝,𝑞) (𝑅 ; (𝑀→, 𝑀←)) ∶= (𝑅 ; (↓𝑚

𝑝 𝑀→, ↓𝑛
𝑞 𝑀←)).

La fonction d’affaiblissement des témoins de paramétricité est définie en Fi‑
gure 10.6 en étendant la fonction ⇊𝛼

𝛽 à toutes les paires de types pertinentes
de𝐶𝐶+

𝜔 , c’est‑à‑dire que ⇓𝑇
𝑈 est définie pour 𝑇 , 𝑈 ∈ 𝒯𝐶𝐶+𝜔

dès que 𝑇 ≼ 𝑈 .

Un théorème d’abstraction relie les jugements de TROCQ bien formés et le typage
dans 𝐶𝐶+

𝜔 :
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(𝛼, 𝛽) ∈ 𝒟□
Δ ⊢𝑡 □𝛼

𝑖 @□𝛽
𝑖+1 ∼ □𝛼

𝑖 ∵ 𝑝𝛼,𝛽
□𝑖

(TROCQSORT)

(𝑥, 𝐴, 𝑥′, 𝑥𝑅) ∈ Δ 𝛾(Δ) ⊢+
Δ ⊢𝑡 𝑥 @ 𝐴 ∼ 𝑥′ ∵ 𝑥𝑅

(TROCQVAR)

Δ ⊢𝑡 𝑀 @ Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅 Δ ⊢𝑡 𝑁 @ 𝐴 ∼ 𝑁 ′ ∵ 𝑁𝑅
Δ ⊢𝑡 𝑀 𝑁 @ 𝐵[𝑥 ∶= 𝑁] ∼ 𝑀 ′ 𝑁 ′ ∵ 𝑀𝑅 𝑁 𝑁 ′ 𝑁𝑅

(TROCQAPP)

Δ ⊢𝑡 𝐴 @□𝛼
𝑖 ∼ 𝐴′ ∵ 𝐴𝑅 Δ, 𝑥 @ 𝐴 ∼ 𝑥′ ∵ 𝑥𝑅 ⊢𝑡 𝑀 @ 𝐵 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅

Δ ⊢𝑡 𝜆𝑥 ∶ 𝐴. 𝑀 @ Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 ∼ 𝜆𝑥′ ∶ 𝐴′. 𝑀 ′ ∵ 𝜆𝑥 𝑥′ 𝑥𝑅. 𝑀𝑅
(TROCQLAM)

Δ ⊢𝑡 𝐴 @□𝛼
𝑖 ∼ 𝐴′ ∵ 𝐴𝑅 Δ ⊢𝑡 𝐵 @□𝛽

𝑖 ∼ 𝐵′ ∵ 𝐵𝑅 (𝛼, 𝛽) = 𝒟→(𝛿)
Δ ⊢𝑡 𝐴 → 𝐵 @□𝛿

𝑖 ∼ 𝐴′ → 𝐵′ ∵ 𝑝𝛿
→ 𝐴𝑅 𝐵𝑅

(TROCQARROW)

Δ ⊢𝑡 𝐴 @□𝛼
𝑖 ∼ 𝐴′ ∵ 𝐴𝑅

Δ, 𝑥 @ 𝐴 ∼ 𝑥′ ∵ 𝑥𝑅 ⊢𝑡 𝐵 @□𝛽
𝑖 ∼ 𝐵′ ∵ 𝐵𝑅 (𝛼, 𝛽) = 𝒟Π(𝛿)

Δ ⊢𝑡 Π𝑥 ∶ 𝐴. 𝐵 @□𝛿
𝑖 ∼ Π𝑥′ ∶ 𝐴′. 𝐵′ ∵ 𝑝𝛿

Π 𝐴𝑅 𝐵𝑅
(TROCQPı)

Δ ⊢𝑡 𝑀 @ 𝐴 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅 𝛾(Δ) ⊢+ 𝐴 ≼ 𝐵
Δ ⊢𝑡 𝑀 @ 𝐵 ∼ 𝑀 ′ ∵ ⇓𝐴

𝐵 𝑀𝑅
(TROCQCONV)

FıG. 10.5 : Règles de TROCQ

⇓□𝛼
𝑖

□𝛼′
𝑖

𝑡𝑅 ∶= ⇊𝛼
𝛼′ 𝑡𝑅 ⇓𝐴 𝑀

𝐴′ 𝑀′ 𝑁𝑅 ∶= ⇓𝐴
𝐴′ 𝑀 𝑀 ′ 𝑁𝑅

⇓𝜆𝑥∶𝐴. 𝐵
𝜆𝑥∶𝐴′. 𝐵′ 𝑀 𝑀 ′ 𝑁𝑅 ∶= ⇓𝐵[𝑥∶=𝑀]

𝐵′[𝑥∶=𝑀′] 𝑁𝑅

⇓Π𝑥∶𝐴. 𝐵
Π𝑥∶𝐴′. 𝐵′ 𝑀𝑅 ∶= 𝜆𝑥 𝑥′ 𝑥𝑅. ⇓𝐵

𝐵′ (𝑀𝑅 𝑥 𝑥′ (⇓𝐴′

𝐴 𝑥𝑅)) ⇓𝐴
𝐴′ 𝑀𝑅 ∶= 𝑀𝑅

FıG. 10.6 :Affaiblissement des témoins de pa‑
ramétricité

THÉORÈME 10.4.1 (Théorème d’abstraction de TROCQ)

𝛾(Δ) ⊢+ 𝛾(Δ) ⊢+ 𝑀 ∶ 𝐴
Δ ⊢𝑡 𝑀 @ 𝐴 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅 Δ ⊢𝑡 𝐴 @□𝛼

𝑖 ∼ 𝐴′ ∵ 𝐴𝑅

𝛾(Δ) ⊢+ 𝑀 ′ ∶ 𝐴′ et 𝛾(Δ) ⊢+ 𝑀𝑅 ∶ rel(𝐴𝑅) 𝑀 𝑀 ′

Démonstration. Par induction sur la dérivation Δ ⊢𝑡 𝑀 @ 𝐴 ∼ 𝑀 ′ ∵ 𝑀𝑅. ■

On note que le type 𝐴 dans l’hypothèse de typage 𝛾(Δ) ⊢+ 𝑀 ∶ 𝐴 du théo‑
rème d’abstraction est exactement l’information supplémentaire transmise à la
traduction. Cette dernière peut donc également être considérée comme un algo‑
rithme d’inférence, qui déduit des annotations pour la sortie de la traduction à
partir de celles de l’entrée.

REMARQUE 10.4.2
Comme,pardéfinitionde 𝑝𝛼,𝛽

□ (Équation9.1), ona ⊢𝑡 □𝛼 @□𝛽 ∼ □𝛼 ∵ 𝑝𝛼,𝛽
□ ,
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en appliquant le Théorème 10.4.1 avec 𝛾(Δ) ⊢+ 𝐴 ∶ □𝛼, on obtient :

𝛾(Δ) ⊢+ 𝐴 ∶ □𝛼 Δ ⊢𝑡 𝐴 @□𝛼 ∼ 𝐴′ ∵ 𝐴𝑅

𝛾(Δ) ⊢+ 𝐴𝑅 ∶ rel(𝑝𝛼,𝛽
□ ) 𝐴 𝐴′ .

À présent, par la même définition, pour tout 𝛽 ∈ 𝒜, rel(𝑝𝛼,𝛽
□ ) = Param𝛼,

donc 𝛾(Δ) ⊢ 𝐴𝑅 ∶ Param𝛼 𝐴 𝐴′, comme prévu par l’annotation 𝐴 ∶ □𝛼 en
entrée de la traduction.

REMARQUE 10.4.3
En appliquant la Remarque 10.4.2 avec ⊢+ □𝛼 ∶ □𝛽, on obtient :

⊢+ 𝑝𝛼,𝛽
□ ∶ Param𝛽 □𝛼 □𝛼

comme prévu, pourvu que (𝛼, 𝛽) ∈ 𝒟□.

10.5 Constantes

Les applications concrètes nécessitent d’étendre TROCQ avec des constantes. Les
constantes sont similaires aux variables, à ceci près qu’elles sont stockées dans
un contexte global au lieu d’un contexte de typage. Une différence essentielle ré‑
side dans le fait qu’une constante peut se voir attribuer plusieurs types annotés
différents dans𝐶𝐶+

𝜔 . Considérons par exemple une constante list, représentant
le type des listes polymorphes. Comme list 𝐴 est le type des listes dont les élé‑
ments sont de type 𝐴, elle peut être annotée avec le type □𝛼 → □𝛼 pour tout
𝛼 ∈ 𝒜.

Chaque constante 𝑐 déclaréedans l’environnement global est associée àune col‑
lectionde types annotés possibles 𝑇𝑐 ⊂ 𝒯𝐶𝐶+𝜔

. On exigeque tous les types anno‑
tés possibles d’une même constante partagent le même effacement2 vers 𝐶𝐶𝜔, 2 : Il s’agit d’une fonction | ⋅ |− définie

comme le retrait récursif de toutes les anno‑
tations sur les univers.

c’est‑à‑dire :

∀𝑐, ∀𝐴, ∀𝐵, 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑇𝑐 ⟹ | 𝐴 |− = | 𝐵 |−

Par exemple, 𝑇list = {□𝛼 → □𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜}.

Enoutre, nous fournissonsdes traductions 𝒟𝑐(𝐴) pour chaque typeannotépos‑
sible 𝐴 de chaque constante 𝑐 dans le contexte global. Par exemple, la valeur
𝒟list(□(1,0) → □(1,0)) est bien définie et égale à la traduction suivante :

(list, 𝜆𝐴 𝐴′ 𝐴𝑅. ( List.All2𝐴𝑅 ; List.mapmap(𝐴𝑅) ))

où List.All2 𝐴𝑅 relie les listes dont les éléments sont reliés deux à deux par
𝐴𝑅, List.map est la fonction d’application standard sur les listes et la projection
map(𝐴𝑅) ∶ 𝐴 → 𝐴′ est la fonction extraite du témoin 𝐴𝑅 ∶ Param(1,0) 𝐴 𝐴′,
soit 𝐴𝑅 ∶ Σ𝑅. 𝐴 → 𝐴′. Une partie de ces traductions peut être générée automa‑
tiquement par affaiblissement.

Nousdécrivonsdans laFigure10.7 les règles supplémentairespour les constantes
dans 𝐶𝐶+

𝜔 et TROCQ. On note que si le terme d’entrée contient des constantes,
un mauvais choix d’annotation peut conduire à une traduction bloquée.
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𝑐 ∈ 𝒞 𝐴 ∈ 𝑇𝑐
Γ ⊢ 𝑐 ∶ 𝐴 (CONſT + ) 𝒟𝑐(𝐴) = (𝑐′, 𝑐𝑅)

Δ ⊢ 𝑐 @ 𝐴 ∼ 𝑐′ ∵ 𝑐𝑅
(TROCQCONſT)

FıG. 10.7 : Règles supplémentaires pour les
constantes dans 𝐶𝐶+

𝜔 et TROCQ
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Les fonctionnalités du prototype de greffonprésenté dans cette partie III peuvent
être étendues dans plusieurs directions. Il serait particulièrement fructueux de le
connecter à des outils capables d’automatiser la génération de preuves d’équi‑
valence, tels que PUMPKıN Pı [68]. D’autres améliorations, par exemple traitant [68] : RıNGER  et coll. (2021), «Proof repair

across type equivalences»le cas de la sorte imprédicative de COQ, posent des questions d’implémentation
non triviales, liées à la gestion du polymorphisme d’univers dans COQ. Nous al‑
lons maintenant examiner comment ce prototype, dans son état actuel, se com‑
pare à d’autres approches du transfert de preuve implémentées dans des assis‑
tants de preuve interactifs, énumérées par ordre chronologique dans le tableau
récapitulatif 11.1. Pour chacun de ces outils, le tableau indique si une caractéris‑
tique donnée est disponible (vert), non disponible (orange foncé) ou seulement
partiellement disponible (jaune).

Dans le contexte de la théorie des types, l’idée que le contenu calculatoire des
isomorphismes de types peut être utilisé pour le transfert de preuve apparaît dé‑
jà dans [69]. Le premier rapport d’implémentation d’un outil basé sur cette idée [69] : BARTHE  et coll. (2001), «Type Isomor‑

phisms and Proof Reuse in Dependent Type
Theory»

apparaît peu après [70]. Implémentée dans un méta‑langage et basée sur la ré‑

[70] : MAGAUD (2003), «Changing Data Repre‑
sentation within the Coq System»

écriture de preuves, cette traduction heuristique produit un termede preuve can‑
didat à partir d’un terme de preuve donné, sans aucune garantie formelle, pas
mêmecelled’êtrebien typé. La réécrituregénéralisée [43], qui généralise la réécri‑
ture setoïdale aux préordres, est également une variante du transfert de preuve,
bien qu’elle reste dans lemême type. En tant que telle, elle permet en particulier
la réécriture sous les lieurs. La restriction aux relations homogènes exclut cepen‑
dant les applications aux relations d’équivalence quasi‑partielle (QPER) [71], ou [71] : KRıſHNAſWAMı et coll. (2013), « Internali‑

zing Relational Parametricity in the Extensio‑
nal Calculus of Constructions»

au changement de type de représentation des données.

À notre connaissance, les autres méthodes de transfert de preuve traitent toutes
du cas des relations hétérogènes. Elles peuvent donc également être utilisées
pour le cas homogène, bien que ce cas particulier soit rarement mis en avant.
Les greffons COQ EFFECTıVE ALGEBRA LıBRARY (COQEAL) [45, 72] et IſABELLE/HOL
TRANſFER [73‑76] sont les premiers à utiliser des méthodes basées sur la para‑ [73] : LAMMıCH (2013), «Automatic Data Refi‑

nement»

[74] : HAFTMANN et coll. (2013), «Data Refine‑
ment in Isabelle/HOL»

[75] : HUFFMAN  et coll. (2013), «Lifting and
Transfer : A Modular Design for Quotients in
Isabelle/HOL»

[76] : LAMMıCH et coll. (2019), «Automatic Re‑
finement to Efficient Data Structures : A Com‑
parison of Two Approaches»

métricité pour le transfert de preuve, motivées par le raffinement de structures
de données conçues pour la preuve vers des homologues optimisés pour le cal‑
cul. Avec une généralisation ultérieure de l’approche de COQEAL [77], ces outils

[77] : ZıMMERMANN et coll. (2015), «Automatic
and Transparent Transfer of Theorems along
Isomorphisms in the Coq Proof Assistant»

traitent le cas d’un transfert entre un sous‑type d’un certain type 𝐴 et un quo‑
tient d’un certain type 𝐵, c’est‑à‑dire le cas des QPER triviales dans lesquelles le
morphisme zig‑zag est une surjection partielle de 𝐴 à 𝐵.

Les deux colonnes suivantes du tableau concernent le transfert de preuve en pré‑
sence du principe d’univalence, soit axiomatique dans le cas de la paramétricité
univalente [14], soit calculatoire dans le cas de [78]. Les ingrédients clés de la pa‑

[78] : ANGıULı  et coll. (2021), « Internali‑
zing representation independence with uni‑
valence»

ramétricité univalente sont déjà présents dansun travail antérieur apparemment
non publié [79], implémenté à l’aide d’un ancêtre désuet de la bibliothèque ME‑

[79] : ANAND et coll. (2017),Revisiting Parame-
tricity : Inductives and Uniformity of Proposi-
tions

TACOQ [46].

Le Tableau 11.1 indique les outils qui peuvent effectuer un transfert le long de
relations hétérogènes, car il s’agit d’une condition préalable à la modification
de la représentation des types, et ceux qui fonctionnent en prouvant un lemme
d’implication interne, par opposition à une traduction monolithique d’un terme
de preuve d’entrée. Nous empruntons la terminologie utilisée dans [14], dans
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Relations hétérogènes

Interne

Pas d'anticipation

Substitution sous les Π

Substitution types dép.

Univalence non systématique

Relations de préordre

Sous-relations

QERs

Relations de sous-typage

Système

[M
agaud 2003]

Setoid re
writ

e [S
ozeau 2009]

CoqEAL [C
ohen et c

oll. 
2013]

Isabelle
/H

OL Transfer (2
013)

[Zim
merm

ann et H
erbelin

 2015]

[Tabareau et c
oll. 

2021]

[Angiuli e
t c

oll. 
2021]

Trakt [B
lot e

t c
oll. 

2023]

Trocq (2
023)

Coq
Coq

Coq
Isabelle/HOL

Coq
Coq/HoTT

(Cubical) Agda

Coq
Coq ou Coq/HoTT

? ? ? ? ?

FıG. 11.1 : Comparaison d’outils de transfert
de preuve

laquelle l’anticipation fait référence à la nécessité de définir une structure dé‑
diée pour la signature à transporter. Les lieurs peuvent empêcher le transfert,
de même que les types dépendants. Ces derniers sont récupérés en présence
de l’univalence. La première publication [80] sur la traduction de la paramétri‑ [80] : TABAREAU et coll. (2018), «Equivalences

for free : univalent parametricity for effective
transport»

cité univalente suggère que la traduction ne requiert pas l’axiome lors de la tra‑
duction des termes du fragment 𝐹 𝜔. Cependant, TROCQ peut s’en débarrasser
pour une classe de termes strictement plus large. Enfin, le tableau indique les
approches qui peuvent traiter les relations de quasi-équivalence (QER) et les re‑
lations de sous‑typage (explicite).

Dans son état actuel, le greffon TROCQ peut déjà s’attaquer à la bureaucratie du
transfert de preuves formelles de pointe, en mathématiques abstraites, en vérifi‑
cationdeprogrammes, ou les deux [81]. Nous espérons quenotre travail, une fois [81] : ALLAMıGEON et coll. (2023), «A Formal

Disproof of Hirsch Conjecture»mis en production, permettra d’appliquer le même lemme à une grande variété
de types différents : types isomorphes, sous‑types et types quotients. De plus, ce
cadre ouvre la voie à une plus large gamme d’extensions, par exemple en réali‑
sant une unification modulo à la fois la réécriture généralisée et les relations de
transfert hétérogènes, résolvant potentiellement les problèmes parfois appelés
alignement de concept. Nous concluons par deux problèmes concrets et difficiles
à résoudredans les assistants depreuve interactifs, quede telles extensionspour‑
raient aider à résoudre. Lepremier est l’identificationcanoniqued’objetsdans les
types par des entiers naturels, par exemple {𝑥 ∶ ℝ | ∃𝑛 ∶ ℕ, 𝑥 = 𝜄(𝑛)}, etc. Le
second est l’identification de différentes constructions paramétriques, qui coïn-
cident pour certaines classes spécifiques de paramètres, par exemple l’anneau
ℤ/𝑞ℤ, défini pour tous les entiers 𝑞 > 0, et le champ de GALOıſ𝔽𝑞, défini lorsque
𝑞 = 𝑝𝑘, se trouvent être canoniquement isomorphes si et seulement si 𝑞 est pre‑
mier.



IMPLÉMENTATION
D'OUTILS DE PRÉ-TRAITEMENT

ENCOQ-ELPI



Introduction

Dans les deux parties précédentes, nous avons présenté deux solutions pour trai‑
ter sous un angle particulier le problème général du transfert de preuve. La pre‑
mière, TRAKT, a été conçue sur la base de zify, un outil de pré‑traitement ad
hoc ciblant la tactique lia. La seconde, TROCQ, est une relation de paramétricité,
uneméthode plus générale avec une approche plus théorique. Dans cette partie,
nous nous intéressons à l’implémentation de ces outils, c’est‑à‑dire tout le tra‑
vail effectué pour passer d’un algorithme de pré‑traitement théorique à un gref‑
fon utilisable dans des preuves COQ concrètes. Dans ce premier chapitre, nous
nous plaçons à l’échelle de l’architecture logicielle mise en place pour bâtir ces
greffons. Dans le chapitre suivant, nous détaillons en particulier les problèmes
qui surviennent lors de l’implémentation d’un greffon de paramétricité comme
TROCQ.
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Bien que différents dans leur stratégie de pré‑traitement des buts, les deux ou‑
tils conçus dans cette thèse s’attaquent à un problème similaire et ont des be‑
soins similaires. Nous avons donc imaginé une architecture logicielle commune
aux deux greffons, illustrée en Figure 12.11

1 : Les parties en orange correspondent à la
partie du scénario de preuve à implémenter
dans le greffon de pré‑traitement.

et présentée dans ce chapitre. Pre‑
mièrement, l’outil de pré‑traitement a besoin d’être informé des modifications
qu’il doit appliquer au but initial. L’utilisateur doit donc lui communiquer des in‑
formations avant de passer en mode preuve. Pour ce faire, notre architecture in‑
tègre une base de connaissances à l’outil, avec des commandes COQ pour y ajou‑
ter des données (§ 12.1). Deuxièmement, il faut que le greffon implémente un
algorithme de pré‑traitement accessible depuis le mode preuve de COQ. L’archi‑
tecture comporte donc une tactique qui implémente une traduction prenant en
entrée le but initial et éventuellement des paramètres, pour construire, en utili‑
sant la base de connaissances, le but associé après pré‑traitement accompagné
d’un terme de preuve qui justifie la substitution (§ 12.2). Après le passage de l’ou‑
til de pré‑traitement, l’utilisateur n’a plus qu’à prouver le but associé, idéalement
avec un autre outil de preuve automatique.

base de 
connaissances

commandes

G'

G tactique de 
pré-traitementProof.

Qed.  

connaissances

but initial

paramètres

but associé

tactique d'automatisation

preuve de  G' $% G

preuve de G'

utilisateur

FıG. 12.1 : Architecture globale des greffons
de pré‑traitement développés pendant cette
thèse

Par exemple, pour pré‑traiter le but initial suivant, qu’il s’agisse de TRAKT ou de
TROCQ, il faut que l’utilisateur indique comment il souhaite traduire le type int,
la constante 0, l’opération -, ainsi que l’égalité :

forall (x y : int), x - y = 0

Ces informations sont les connaissancesutilisateur, données viades commandes
et stockées dans la base de connaissances. Ensuite, l’utilisateur exécute la tac‑
tique en lui fournissant des paramètres propres à chaque outil. La tactique tra‑
verse le but initial et construit le but associé ainsi qu’une preuve d’implication
entre les deux permettant de changer le contexte de preuve pour ne plus avoir
que le but associé à prouver. Un but associé plausible pourrait être le suivant,
par exemple avec lia comme tactique d’automatisation, en associant int à Z,
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l’égalité à elle‑même et les différentes valeurs dans int à leurs équivalents dans
Z :

forall (x y : Z), x - y = 0

Puisque les deux greffons ont été développés en COQ‑ELPı, nous prenons des
exemples alternativement dans TRAKT et dans TROCQ pour illustrer nos propos.
Ce choix technique a été fait pour plusieurs raisons. D’abord, ce méta‑langage
offre un haut niveau d’abstraction vis‑à‑vis de la syntaxe des termes COQ. En ef‑
fet, l’encodage des termes en HOAS se marie très bien avec les constantes uni‑
verselles du langage ELPı, offrant la possibilité demanipuler des 𝜆‑termes conte‑
nant des lieurs sans jamais avoir à maintenir des indices de DE BRUıJN corrects.
Deplus, l’utilisationdes variablesduméta‑langagepour représenter les variables
d’unification de COQ permet de manipuler facilement des termes à trous, situa‑
tion fréquente lors de la réification de termes écrits dans la syntaxe de surface de
COQ, voire de forger des termes à trous dans les méta‑programmes et déléguer
une partie du travail à COQ en exploitant son élaborateur et son vérificateur de
typage. Ensuite, l’enrobage que constitue COQ‑ELPı autour du langage ELPı four‑
nit une véritable boîte à outils deméta‑programmation enCOQ, avec diverses API
utiles : création de commandes et tactiques, contrôle fin sur le comportement de
l’unificationetde la conversion, déclarationsde termesetde types,manipulation
des univers, etc. Enfin, le langage ELPı est construit autour du paradigme de la
programmation logique, qui se prête très bien à l’implémentation d’algorithmes
récursifs parcourant des arbres de syntaxe, tels que ceux développés pendant
cette thèse. A fortiori, lorsqu’ils sont basés sur des règles d’inférence, comme l’al‑
gorithmeaucœurdeTROCQ, onobtient une correspondancedirecte entre le code
et la description de l’algorithme sur papier.

12.1 Base de connaissances utilisateur

Les deux greffons présentés dans cette thèse ont l’avantage d’être extensibles,
c’est‑à‑dire qu’ils permettent à l’utilisateur de personnaliser le pré‑traitement
grâce à l’ajout de données supplémentaires avant la traduction du but. Dans le
cas de TRAKT, il s’agit des plongements entre types, relations, symboles, etc.Dans
le cas de TROCQ, ce sont les témoins de paramétricité. Cette section présente l’uti‑
lisation des bases de données COQ‑ELPı comme base de connaissances utilisa‑
teur (§ 12.1.1), ainsi que les aspects techniques intéressants lors du stockage de
termes COQ dans une base de données au niveauméta (§ 12.1.2).

12.1.1 Utilisation des bases de données COQ-ELPI

Les greffons TRAKT et TROCQ utilisent plusieurs bases de données pour organiser
les informations à stocker. Comme expliqué en § 4.2.1, en COQ‑ELPı, une base de
données est une série d’instances de faits, c’est‑à‑dire de prédicats toujours vrais
dont les arguments sont les données que l’on souhaite stocker. Ainsi, TRAKT enre‑
gistre par exemple les plongements de symboles comme des instances d’un pré‑
dicat symbol prenant en argument les données nécessaires, listées en § 6.1.3. De
la mêmemanière, chaque nature différente d’information à stocker est associée
à un prédicat particulier dans la base de données, de sorte à structurer le code
et donner des messages d’erreur informatifs lorsqu’une donnée est manquante.
Dans TROCQ, les axiomes ont également un prédicat dédié, afin de pouvoir uti‑
liser le greffon sans les ajouter automatiquement, et ainsi pouvoir traduire des
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buts qui ne les nécessitent pas. Des commandes sont définies pour pouvoir ajou‑
ter proprement des données. Par exemple, dans le cas d’un témoin u de l’axiome
d’univalence, la commande à utiliser dans TROCQ est la suivante :

Param Register Univalence u.

12.1.2 Stockagedes termes COQ

La plupart des outils d’automatisation des preuves travaillent avec une base de
connaissances contenant des constantes sélectionnées dans le contexte. Ainsi, la
tactique ring utilise une base d’instances d’une structure algébrique d’anneau
et la tactique auto effectue une recherche de preuve à partir d’une banque de
lemmes choisis par l’utilisateur. La conception de ces bases de connaissances est
difficile car le stockage des termes COQ au niveauméta pose des problèmes sub‑
tils. En effet, la syntaxe de surface de COQmasque différentes informations à tra‑
vers des notations et éléments implicites (arguments, instances d’univers, etc.).
Or, ces trous laissés dans les termes sont en réalité des variables qui peuvent in‑
teragir avec l’état global de l’assistant de preuve, via les contraintes d’unification
ou le graphe de contraintes d’univers par exemple, dès qu’une unification est lan‑
cée entre un terme à trous et un autre terme, ce qui arrive systématiquement lors
de la lecture d’une base de données indexée par de tels termes. Le stockage de
termes à trous dans une base de données n’est donc pas un choix robuste. Pour‑
tant, cette légèreté syntaxique est cruciale du point de vue de l’utilisateur, car
l’annotationmanuelle de tous les termes dans leur intégralité rendrait l’usage de
l’assistantdepreuve trèspénible.Dans les casoùces trous laissésdans les termes
sont inférables à partir du reste du terme, on peut laisser l’élaborateur de COQ se
charger de ce travail et stocker le terme complet obtenu. Toutefois, l’élaborateur
complète toujours un terme en se plaçant dans un certain contexte qui peut va‑
rier entre le moment où la base de connaissances est remplie et le moment où la
tactique de pré‑traitement s’exécute. Ainsi, deux termes en apparence unifiables
peuvent ne pas l’être dans leur forme complète, si le terme recherché en base de
données est syntaxiquement différent de celui qui a été enregistré auparavant en
passant par l’élaborateur. Rendre systématique l’usage de l’élaboration sur les ar‑
guments d’une commande COQ destinée à l’enregistrement de termes dans une
base de données au niveau méta est par conséquent une solution naïve qui ap‑
porte des erreurs difficiles à tracer sur le long terme. En pratique, un compromis
intéressant, pour laisser à l’utilisateur une certaine liberté dans la syntaxe tout en
stockant des termes avec une indépendance maximale vis‑à‑vis de l’état global
de COQ, est de stocker en base de données uniquement des références globales,
c’est‑à‑dire des termes identifiés par leur nom enregistré dans COQ.2. 2 : Il s’agit des constantes, des types induc‑

tifs et des constructeurs.

12.2 Traversée dubut initial

Après la conception de la base de connaissances et son remplissage par l’utili‑
sateur, l’outil de pré‑traitement effectue une traduction du but initial. Cette tra‑
duction prend la forme d’un algorithme récursif défini par induction sur la syn‑
taxe. Cette section présente la structure générale d’une tactique qui implémente
une telle traduction (§ 12.2.1), ainsi que les leçons à tirer de l’implémentation de
TRAKT (§ 12.2.2).
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12.2.1 Une tactique de traduction enCOQ-ELPI

Le rôle de la tactique de traduction est de traverser le but initial afin de construire
à la fois lebut associé etunepreuvequesubstituer cedernier aubut initial est une
opération valide. Ensuite, elle doit appliquer cette preuve, pour laisser à l’utilisa‑
teur un contexte de preuve avec le but associé, sans aucune obligation de preuve
supplémentaire.

Structure de la tactique Dans TRAKT comme dans TROCQ, la tactique principale
de traduction lit le but d’entrée et appelle le prédicat principal de traversée du
but, qui produit en sortie le but associé ainsi qu’une preuve de pré‑traitement.
On se sert ensuite de l’opération refine, qui effectue essentiellement la même
action que la tactique COQ du même nom, c’est‑à‑dire appliquer un terme de
preuve à trous, les trous représentant les nouvelles obligations de preuve. Dans
notre cas, on s’attend à un unique trou, ayant le type du but associé et étant idéa‑
lement prouvable grâce à une tactique de preuve automatique. L’appel est donc
le suivant :

refine {{ lp:Proof (_ : lp:EndGoalTy) }} InitialGoal NewGoals

La variable Proof contient la preuve d’implication et EndGoalTy est le but asso‑
cié, tous deux générés par la traduction.

Prédicat récursif de traduction L’implémentation de l’algorithme de traduction
constitue le point central d’une tactique de pré‑traitement. Il s’agit d’un prédicat
récursif qui prend en entrée au moins un terme qui sera lors du premier appel le
but initial, et rend en sortie au moins deux termes, le but associé et la preuve de
validité de la substitution.

Les prédicats ELPı peuvent être définis en plusieurs instances, l’unification à la
PROLOGdeceméta‑langagepermettantdesélectionner l’instancecorrespondant
au cas que l’on doit traiter. Si les arguments de la tête de l’instance ne s’unifient
pas avec les arguments de l’appel courant au prédicat, on passe à l’instance sui‑
vante, et ainsi de suite jusqu’à l’échec.3 Dans le cas d’un prédicat défini par induc‑ 3 : Une bonne pratique est de toujours défi‑

nir une dernière instance qui attrape tous les
cas restants et échoue avec un message d’er‑
reur.

tion sur la syntaxe d’un terme COQ, on écrit au moins une instance par construc‑
tion disponible dans le langage. Plusieurs sous‑cas pour unemême construction
peuvent être distingués en exécutant des prédicats de test au début du corps de
chaque instance. En effet, si l’un de ces prédicats échoue, l’instance suivante sera
sélectionnée. Pour contraindre le programme à n’explorer qu’une seule instance,
on peut ajouter une coupure (avec le caractère ! ) après ces prédicats de test.
Tout cela permet demieux organiser le code et de définir l’ordre de priorité dans
l’essai des différents cas disponibles.

Par ailleurs, pour appliquer dans COQ un terme de preuve le plus complet pos‑
sible lors de l’appel à refine, il est nécessaire de faire passer la preuve par un
prédicat de typage et/ou d’élaboration afin de boucher les derniers trous qui ne
représentent pas une preuve à venir mais une annotation de type laissée impli‑
cite dans le prédicat de traduction. Ceci permet de déléguer une partie du travail
à COQ et d’écrire les preuves d’une façon plus naturelle lors du développement
du greffon.
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12.2.2 TRAKT : leçons d'une première tentative

Le premier prototype implémenté en suivant l’architecture logicielle présentée
plus tôt est TRAKT, présenté dans cette thèse en partie I. Le greffon améliore le
pré‑traitement par canonisation incarné précédemment par la tactique zify, en
effectuant une traduction similaire mais étendue à des buts de la famille SMT.
L’implémentation de TRAKT a permis d’identifier des patrons de conception in‑
téressants à garder à l’esprit pour de futurs projets en COQ‑ELPı. Elle présente
quelques imperfections,mais atteint globalement sonobjectif, comme lemontre
son intégration à la bibliothèque SMTCOQ avec succès. Cette sous‑section en ef‑
fectue un bilan.

Encodage des termes en HOAS Une première fonctionnalité utile de COQ‑ELPı
est l’encodage des termes en HOAS. En effet, grâce à cet encodage, on peut expri‑
mer les contextes comme des fonctions dans le méta‑langage. Par exemple, un
contexte 𝐶[ ⋅ ] est représenté par une variable C de type term ᆹባ term. Complé‑
ter le contexte avec un terme x revient alors à effectuer une application fonction‑
nelle C x ; le mettre à jour en passant sous un nouveau nœud, par exemple une
fonction f à un argument, se fait en créant une nouvelle méta‑fonction C' :4 4 : Dans ce code, x est une constante univer‑

selle représentant une variable liée, permet‑
tant d’accéder au corpsde laméta‑fonction C
pour définir C'. Du fait de son statut en ELPı,
il est obligatoirede la rendreexplicite comme
argument de C', afin qu’elle n’échappe pas à
sa portée locale.

pi x\ C' x = C (app [f, x])

Dans cet encodage, les lieurs sont l’association d’un terme représentant le type
de la variable liée et d’une méta‑fonction représentant le corps de la fonction
dans le cas d’une abstraction ou bien le codomaine dans le cas d’un produit dé‑
pendant. Traverser un tel lieur se fait en créant une variable locale fraîche par le
même procédé que ci‑dessus. Tous les termes calculés à partir de l’application
de la méta‑fonction sont exprimés en fonction de cette variable, permettant de
maintenir un terme clos tout au long du processus. Ces termes étant également
des méta‑fonctions, il suffit de rajouter un constructeur de lieur pour obtenir un
termeCOQbien formé. Par exemple, voici un extrait de l’instanceduprédicat prin‑
cipal de TRAKT chargée de pré‑traiter les produits dépendants :5 5 : Dans COQ‑ELPı, les produits dépendants

sont représentés par des termes prod N T F ,
où N est le nomd’affichage de la variable liée
dans COQ, T est le domaine, et F est une
méta‑fonction contenant le codomaine.

preprocess (prod N T F) / ... ⁎/ :- !,
@pi-decl N T x\ preprocess (F x) / ... ⁎/ (F' x) (PF x),
% ᅥᅻᆑ

En une ligne de code, on introduit une variable fraîche x dans le domaine T pour
effectuer un appel récursif sur le codomaine F x et récupérer le codomaine as‑
socié F' x ainsi qu’une preuve PF x. Le reste du prédicat retravaille ces termes
pour obtenir le produit dépendant associé et la preuve de pré‑traitement.

Enfin, l’abstraction d’un sous‑terme 𝑡 dans un terme 𝑢 en une fonction 𝑓 telle
que 𝑢 ≡ 𝑓 𝑡 est une tâche simple en COQ‑ELPı. En effet, il existe un prédicat copy
dans la bibliothèque standard, initialement défini commeune identité profonde :
il traverse le terme dans toute sa structure et applique l’identité aux feuilles de
l’arbre. En ajoutant localement une instance de copy, il est possible d’effectuer
des substitutions : avec l’instance supplémentaire copy X Y , toute occurrence
de X rencontrée pendant le parcours est remplacée par Y dans le termede sortie
du prédicat. En représentant 𝑡 par une variable T et 𝑢 par U, on peut abstraire
𝑡 dans 𝑢 en une seule ligne :

pi x\ copy T x ᇲቡ copy U (F x).
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On remplace toutes les occurrences de T dans U par une variable fraîche x, don‑
nant une méta‑fonction F qui représente l’abstraction souhaitée. On peut en‑
suite utiliser cetteméta‑fonction directement ou bien en faire une véritable fonc‑
tion COQ en ajoutant un lieur par‑dessus.

PersonnalisationdestermesCOQ Uneautre fonctionnalité crucialedeCOQ‑ELPı
est de permettre au développeur de définir de nouveaux types et d’ajouter des
constantes du type de son choix. Il est donc possible d’émuler le comportement
des types algébriques que l’on trouve dans les langages fonctionnels plus clas‑
siques, en déclarant un nouveau type ainsi que différentes constantes pour re‑
présenter ses constructeurs. Voici un exemple de définition des entiers naturels
en ELPı :

kind nat type.
type zero nat.
type succ nat ᆹባ nat.

Ces valeurs n’étant pas des types algébriques à proprement parler, l’ensemble
des constructeurs n’est ici pas fermé et le développeur ou l’utilisateur d’une base
de code ELPı peut très bien ajouter de nouveaux constructeurs à un des types
qui y sont définis. Ainsi, l’API de COQ‑ELPı permettant de manipuler les termes
COQ expose une représentation des termes extensible, ce qui est une excellente
nouvelle pour la méta‑programmation. En effet, il est possible de créer de nou‑
veaux nœuds dans l’AST des termes COQ pour représenter diverses informations
utiles lors de la manipulation de termes au niveau méta. Cette technique est uti‑
lisée dans TRAKT, où deux nouveaux constructeurs sont ajoutés, dans un objectif
d’annotation des termes COQ :

type prod2 name ᆹባ term ᆹባ term ᆹባ (term ᆹባ term) ᆹባ term.
type cast term ᆹባ term.

Le constructeur prod2 est similaire au constructeur d’origine prod représentant
leproduit dépendant. Il diffèrede cedernier en cequ’il contient unargument sup‑
plémentaire de type term. Grâce à cet argument, il devient possible de construire
un produit dépendant contenant le domaine avant et après traduction. Cette in‑
formation permet de savoir si le type d’une variable liée a changé pendant la tra‑
duction, et ainsi d’adapter la preuve en conséquence. Le constructeur cast est
utilisé pour distinguer les fonctions de plongement ajoutées par l’algorithme de
traduction des éventuelles fonctions de plongement déjà présentes dans le but
initial avant traduction. Dans les deux cas, une procédure de nettoyage doit être
exécutée après exploitation de ces informations, afin que le terme rendu à COQ
puisse être traduit de nouveau dans la syntaxe native de l’assistant de preuve. En
effet, pour mettre à disposition les termes COQ dans le méta‑langage, le type EL‑
Pı utilisé pour les représenter est en bijection avec le type natif de COQ, et l’ajout
de ces nouveaux constructeurs empêche à COQ‑ELPı de jongler entre les deux re‑
présentations. Dans le cas de TRAKT, cette procédure de nettoyage est très simple
puisqu’il suffit d’effacer les annotations cast pour ne laisser que le terme sous‑
jacent et d’oublier l’un des deux domaines des nœuds prod2 en les remplaçant
par des nœuds prod pour obtenir de nouveau un terme COQ bien formé.

Réificationdespreuves Un schémautile enméta‑programmation identifié pen‑
dant l’implémentation de TRAKT est la réification des preuves, soit la conception
d’un typealgébriquedans leméta‑langagepour représenter lespreuves.Celaper‑
met une certaine abstraction par rapport aux termes COQ bruts représentant les
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différents pas de preuve à effectuer pour passer du but initial au but associé. De
plus, l’usage de la réification aide à la compréhension des fragments de preuve
construits par le méta‑programme lors de la traduction, et permet d’externaliser
la génération du terme de preuve COQ final vers un autre prédicat que le princi‑
pal, améliorant ainsi la lisibilité du code du greffon. Par exemple, les preuves au
sein de TRAKT sont d’abord générées dans un type ELPı proof dont les construc‑
teurs représentent les différents pas de preuve possibles lors de la traduction,
puis elles passent par une fonction qui reconstruit les fragments de preuve COQ
correspondants avant de rendre le terme final à l’assistant de preuve.

Traverséedutermeetmaintienducontexte Malgré tous les points positifs iden‑
tifiés, TRAKT souffre de quelques lourdeurs, en particulier dans son prédicat prin‑
cipal de traduction. En effet, comme expliqué en § 6.2, la traduction doit distin‑
guer les positions covariantes des positions contravariantes, pré‑traiter différem‑
ment les termes selon que leur type est plongeable ou non, et garder enmémoire
le contexte du terme courant afin de générer des preuves de réécriture s’appli‑
quant à l’entièreté d’un atome logique, pour la composition de preuves. Pour
toutes ces raisons, le prédicat possède des paramètres supplémentaires pour sa‑
voir dans quel cas il se trouve à chaque nœud du terme à traduire. Chaque ajout
de fonctionnalité est une liste de nouveaux cas particuliers à traiter, ce qui ajoute
davantage d’arguments et de tests au prédicat.6 De plus, les différentes disjonc‑ 6 : Ici, le problèmen’est pas spécialementdû

auméta‑langage,mais plutôt à l’approchead
hocde conception du greffon, ciblant une uti‑
lité pratique à court terme pour l’utilisateur.

tions de cas sont nombreuses et parfois profondes, ce qui les rend difficiles à ex‑
primer en ajoutant simplement des instances au prédicat. Elles sont donc implé‑
mentées avec des branchements conditionnels, qui ne sont pas une construction
native en ELPı. Les branchements sont effectués via un prédicat de test if expli‑
cite qui nuit légèrement à la lisibilité.

TRAKT est un succès en pratique, mais son implémentation reflète son modèle
bottom-up, centré d’abord sur unproblèmeconcret à résoudre, avecune certaine
abstraction apportant au greffon son extensibilité et sa flexibilité, détaillée en § 6.
Les quelques limites mentionnées font partie des raisons qui ont mené à la ré‑
flexion autour d’une solution plus générale, une conception top-down partant de
la théorie vers la pratique. Les greffons de paramétricité développés dans les an‑
nées 2010 incarnent la promesse d’un regroupement de tous les cas particuliers
de la traduction dans un cadre général, avec une implémentation certes plus dif‑
ficile mais plus élégante. TROCQ pousse cette approche jusqu’à l’unification des
différentes traductions de paramétricité elles‑mêmes, apportant certaines subti‑
lités dans l’implémentation, présentées au chapitre suivant.
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Le second prototype conçu pendant cette thèse, TROCQ, vise à résoudre lemême
problème de pré‑traitement que l’outil TRAKT présenté plus tôt, tout en étant ca‑
pable de traduire n’importe quel terme de𝐶𝐶𝜔. TROCQ est en particulier un raffi‑
nement de la traduction de paramétricité univalente permettant de se passer de
l’axiome d’univalence partout où un traitementmanuel ne l’utilisant pas est pos‑
sible. Ce raffinement passe par la conception d’une hiérarchie de Σ‑types repré‑
sentant des types de témoins de paramétricité plus oumoins riches, allant du té‑
moin de paramétricité brute au témoin univalent. Les niveaux des témoins, appe‑
lés classesdeparamétricité, sontalors contraintspendant la traverséedubutafin
de n’autoriser que les témoins suffisamment riches pour construire la preuve de
pré‑traitement du but initial. Les classes finales sont fixées après cette traversée
paruneprocéduredistincte, afind’obtenir une traductionunique. Les contraintes
ajoutées pendant le processus nécessitent un moyen syntaxique de représenter
etmanipuler les classes de paramétricité; c’est pourquoi nous utilisons une théo‑
rie des types annotée où les univers sont accompagnés d’une classe de paramé‑
tricité. Enfin, dans un contexte d’utilisation concrète, la traduction fonctionne à
partir d’unebasedeconnaissances contenantdes témoinsdeparamétricitéprou‑
vés par l’utilisateur sur différentes constantes pouvant apparaître dans les buts à
traduire.

graphe de contraintesbut initial

but annoté

annotation

but associé
<latexit sha1_base64="Msx2GYThILKCD1UUQ/Ieivi3L8c="></latexit>

GR preuve de pré-traitement

<latexit sha1_base64="8VRAXpjTkIWH+zFbn0WniukJXzA="></latexit>

G+ ∼(0,1) G′+ ∵ G+R

<latexit sha1_base64="p42YTDSn2DXyTIiTaVqooCkkFq0="></latexit>

G

<latexit sha1_base64="xzu568LaJTu9oDys6cqaAG2Uvs8="></latexit>

G′

<latexit sha1_base64="u/mx/VO4HlzdQ6gTGqWy6ckxsI4="></latexit>

G+
<latexit sha1_base64="9jxbRASLrl4ZCRLZvL6zLfri734="></latexit>

CC+!

base de connaissances

traversée

effacement
<latexit sha1_base64="9jxbRASLrl4ZCRLZvL6zLfri734="></latexit>

CC+!

réduction 
de graphe

FıG. 13.1 : Fonctionnement de TROCQ

Ainsi, le fonctionnement de l’implémentation de TROCQ peut être résumé par la
Figure 13.1. D’abord, le but initial 𝐺 est annoté en ajoutant des variables fraîches
sur tous les univers, soit des classes de paramétricité non contraintes, pour don‑
ner un but 𝐺+ qui sera le but d’entrée à traverser. Cette traversée applique des
règles structurelles et génère un nouveau but 𝐺′+ ainsi qu’un témoin de para‑
métricité 𝐺+

𝑅 liant les deux buts au niveau (0, 1), le plus petit niveau permet‑
tant par la suite d’extraire du témoin une preuve de 𝐺′+ → 𝐺+. La traversée
ajoute diverses contraintes sur les classes de paramétricité que l’on représente
par ungraphede contraintes. Après la traversée, le grapheest réduit et les classes
de paramétricité finales sont fixées. L’affectation des variables de classes de pa‑
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ramétricité déclenche des requêtes dans la base de connaissances pour récupé‑
rer les éventuels témoins fournis par l’utilisateur, au niveau requis pour que la
preuve globale soit bien typée. Enfin, une fois que tous les termes sont complets,
on effectue un effacement pour récupérer un but associé 𝐺′ et une preuve de
pré‑traitement à extraire de 𝐺𝑅, deux termes COQ valides.

Ce chapitre soulève différents points d’intérêt techniques dans le travail d’im‑
plémentation de TROCQ. Tout d’abord, nous nous intéressons à la génération de
la hiérarchie de paramétricité, cadre sur lequel repose tout le reste du greffon
(§ 13.1). Ensuite, nous expliquons en quoi le paradigme de COQ‑ELPı rapproche
l’implémentation de ce cadre de sa description relationnelle (§ 13.2), puis nous
décrivons l’implémentationde l’inférencedeclassesdeparamétricité (§ 13.3). En‑
fin, nous identifions les limites de l’implémentation actuelle du polymorphisme
d’univers dans COQ, une fonctionnalité cruciale dans l’implémentation de TROCQ
(§ 13.4).

13.1 Générer et habiter la hiérarchie de paramétricité

L’implémentation de TROCQ utilise la méta‑programmation dans l’écriture de la
procédure de traversée du but, mais également dans la mise en place du greffon
auparavant, pour automatiser la combinatoire engendrée par la hiérarchie de pa‑
ramétricité. En effet, il existe 6 niveaux dans la hiérarchie et une classe de para‑
métricité est l’association d’un niveau covariant et d’un niveau contravariant. Il y
a donc en tout 36 classes de paramétricité possibles et par conséquent autant de
variantes pour chaque définition indexée par une classe : types des témoins de
paramétricité, lemmes de paramétricité, fonctions d’affaiblissement, etc. Cette
multiplicité est telle qu’il ne serait pas raisonnable d’écrire toutes les définitions
manuellement. La formulation symétrique des témoins de paramétricité réduit
cet effort manuel à 6 variantes, une pour chaque niveau de la hiérarchie. Le reste
des termes peut alors être généré en combinant les 6 variantes de base. Dans
cette section, nous présentons comment cette génération faite à l’aide de COQ‑
ELPı aide le développeur dans la mise en place du greffonmais aussi l’utilisateur
dans la prise en charge des témoins de paramétricité ajoutés en base de connais‑
sances.

13.1.1 Génération de la hiérarchie etmise enplace du greffon

La présentation théorique de TROCQ définit une hiérarchie de types de témoin
de paramétricité pour lier deux types 𝐴 et 𝐵, allant du type de témoin brut
𝐴 → 𝐵 → □ au type de témoin univalent Param⊤ 𝐴 𝐵 du Théorème 9.1.1.
L’implémentation doit définir un type de témoin pour chaque niveau possible de
la hiérarchie et déclarer autant de versions des lemmes de paramétricité.

Typesdes témoinsdeparamétricité Les types de témoin Param(𝛼,𝛽) de la Défi‑
nition 9.1.6 sont indexés par une classe deparamétricité (𝛼, 𝛽) et définis comme
la combinaison d’une relation avec deux témoins unilatéraux M𝛼 𝑅 et M𝛽 𝑅−1,
chacun portant sur un sens de la relation 𝑅.

En COQ, les paires dépendantes peuvent être représentées d’unemanière équiva‑
lente par des enregistrements. En effet, les enregistrements facilitent la manipu‑
lation de structures car ils sont plats1 et il est possible de nommer les projections 1 : Tous les termes au même niveau dans la

structurepeuvent êtreobtenusavec lemême
nombre de projections.
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qu’on leur applique.2 L’implémentation de TROCQ utilise donc l’enregistrement

2 : Ce sont les champs de l’enregistrement.
suivant comme représentation concrète de Param(𝛼,𝛽) :

Record Param(𝛼,𝛽)@{i} (A B : Type@{i}) = {
R : A ᆹባ B ᆹባ Type@{i};
covariant : Map𝛼 R;
contravariant : Map𝛽 (sym_rel R)

}.

Dans cette famille d’enregistrements, l’implémentation des types de témoins uni‑
latéraux M est fidèle à la description théorique, en passant simplement d’une
paire dépendante à un enregistrement et en nommant les champs. Ainsi, le type
de témoins unilatéraux univalents M4 est implémenté par l’enregistrement sui‑
vant :

Record Map4@{i} {A B : Type@{i}} (R : A ᆹባ B ᆹባ Type@{i}) = {
map : A ᆹባ B;
map_in_R : forall (a : A) (b : B), map a = b ᆹባ R a b;
R_in_map : forall (a : A) (b : B), R a b ᆹባ map a = b;
R_in_mapK : forall (a : A) (b : B) (r : R a b),

(map_in_R a b (R_in_map a b r)) = r
}.

La fonction map est bien une application de A dans B ; le champ map_in_R décrit
la propriété pour le graphe de cette application d’être inclus dans la relation R ;
le champ R_in_map décrit la propriété inverse, c’est‑à‑dire que la relation R est
incluse dans le graphe de map ; enfin, le champ R_in_mapK indique que les deux
champs précédents s’annulent.3 Pour obtenir les autres types de témoins unila‑ 3 : Le nommage est inspiré de la biblio‑

thèque MATHCOMP, dans laquelle une pro‑
priétéd’annulation senommeavecunsuffixe
K pour cancel.

téraux, il suffit alors de retirer des champs à cet enregistrement. Par exemple,
le type d’enregistrement sans le dernier champ correspond au témoin unilatéral
M3 et le type d’enregistrement vide correspond à M0. L’association d’un témoin
unilatéral au niveau 𝛼 sur la relation R et d’un témoin unilatéral au niveau 𝛽 sur
la relation inverse sym_rel R correspond effectivement à un témoin de paramé‑
tricité Param(𝛼,𝛽).

Génération de termes en COQ-ELPI La génération de tous ces enregistrements
est possible via une commande COQ‑ELPı. On écrit alors un prédicat prenant en
paramètre la classedeparamétricitéde l’enregistrement souhaité. Il ouvreunmo‑
dule comme espace de noms dédié à cette classe de paramétricité et y déclare
l’enregistrement. Voici la manière d’effectuer par exemple la déclaration du mo‑
dule associé à Param(4,3) en COQ‑ELPı :4 4 : Pour des raisons de lisibilité, on ne men‑

tionne pas les univers à ce stade.
1 coq.env.begin-module "Param43" none,
2 RelDecl =
3 parameter "A" _ {{ Type }} (a\
4 parameter "B" _ {{ Type }} (b\
5 record "Rel" {{ Type }} "BuildRel" (
6 field [] "R" {{ lp:a ᆹባ lp:b ᆹባ Type }} (r\
7 field [] "covariant" {{ Map4.Has lp:r }} (_\
8 field [] "contravariant" {{ Map3.Has (sym_rel lp:r) }} (_\
9 end-record)))))),

10 coq.env.add-indt RelDecl _,
11 coq.env.end-module _.

Les valeurs parameter, record, field et end-record sont des constructeurs d’un
type COQ‑ELPı utilisé pour représenter les déclarations de types inductifs COQ.
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L’API coq.env.* contient toutes les fonctions permettant d’interagir avec l’envi‑
ronnement COQ, et en particulier d’effectuer de nouvelles déclarations.

Lemmesdeparamétricité Parmi tous les cas possibles de la relation deparamé‑
tricité de TROCQ, certains relèvent uniquement du 𝜆‑calcul (comme l’application
ou l’abstraction) et la construction du témoin consiste essentiellement à utiliser
un combinateur pour joindre les résultats d’appels récursifs ; d’autres requièrent
despreuvesdéfinies indépendammentde laprocédurede traverséedubut. Dans
les cas de l’univers et du produit dépendant, il s’agit des preuves 𝑝□ et 𝑝Π que
nous avons appelées lemmes de paramétricité. Ces lemmes sont représentés en
COQ par une famille de termes ayant les types suivants :5 5 : Dans le cas du produit dépendant, les

classes de paramétricité retenues sont

(𝛼, 𝛽) = 𝒟Π(𝛾)
Definition Param𝛾

□ : Param𝛾 Type Type.

Definition Param𝛾
Π

(A A' : Type) (A R : Param𝛼 A A')
(B : A ᆹባ Type) (B' : A' ᆹባ Type)
(B R : forall a a' a R , Param𝛽 (B a) (B' a')) :
Param𝛾 (forall (a : A), B a) (forall (a' : A'), B' a').

Ces déclarations sont effectuées de la même manière que pour les enregistre‑
ments, en faisant d’abord les preuves manuellement pour les 6 niveaux de la
hiérarchie, donnant 6 témoins unilatéraux à combiner entre eux pour obtenir les
preuves finales. Une analyse de cas est faite sur la classe de paramétricité 𝛾 pour
déterminer si le principe d’univalence (pour l’univers) ou d’extensionnalité des
fonctions (pour le produit dépendant) est nécessaire pour effectuer la preuve. La
différence avec les types de témoins de paramétricité est que les déclarations
concernent ici des constantes et non des types inductifs. Le contenu d’une décla‑
ration est donc un terme COQ dans l’encodage de COQ‑ELPı et le prédicat utilisé
pour faire la déclaration est coq.env.add-const.

13.1.2 Flexibilité des témoins de paramétricité

Afin d’implémenter la relation de paramétricité de TROCQ, il est nécessaire de dé‑
clarer tous les types de témoins de paramétricité possibles, mais également d’as‑
surer une certaine compatibilité entre ces types et une flexibilité dans leur uti‑
lisation. En effet, pour le développeur comme pour l’utilisateur, le contenu des
témoins de paramétricité doit être transparent et la hiérarchie ne doit causer de
lourdeur ni dans le code, ni dans les déclarations utilisateur. Ainsi, il faut pouvoir
extraire facilement une information d’un enregistrement qui a le niveau suffisant
pour la contenir, et il faut pouvoir accepter un témoin fourni par l’utilisateur par‑
tout où un témoin plus faible est attendu.

Fonctions d'affaiblissement Les témoins de paramétricité de TROCQ peuvent
être affaiblis à l’aide d’une fonction décrite en Figure 10.6. Cet affaiblissement
intervient lorsque le témoin disponible est plus riche que le type de témoin at‑
tendu, afin que le témoin de paramétricité global reste bien typé. Ceci permet
à l’utilisateur de ne déclarer qu’un seul témoin de paramétricité pour lier deux
constantes entre elles, à la classe de paramétricité la plus élevée pour laquelle la
preuve est possible. Ainsi, partout où un témoin est requis sur ces constantes à
un niveau atteignable par affaiblissement à partir de celui du témoin fourni, l’af‑
faiblissement est ajouté automatiquement par le greffon.
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Une fonction d’affaiblissement peut être définie entre un type annoté source et
un type annoté cible si le dernier est sous‑type dupremier. Dans le cas de base où
le témoinestunenregistrement, l’affaiblissement correspondà l’oubli dechamps
et la recomposition des champs restants dans un nouvel enregistrement plus
faible. La génération des différents affaiblissements se fait à partir de fonctions
d’oubli atomiques déclarées à la main, supprimant le champ de niveaumaximal
dansun témoindeparamétricitéunilatéral. Par exemple, voici les typesde la fonc‑
tion d’oubli du niveau 3 vers le niveau 2a et de la fonction d’oubli de la classe
(4, 3) vers la classe (4, 2a) générée avec COQ‑ELPı à partir de cette dernière :

Definition forgetMap3
2a

{A B : Type} {R : A ᆹባ B ᆹባ Type} :
Map3 R ᆹባ Map2a

R.

Definition forget(4,3)
(4,2a) {A B : Type} :

Param(4,3) A B ᆹባ Param(4,2a) A B.

Projections Dans ladéfinitionprécédentede l’enregistrement Map4, les champs
ont été nommés pour rendre plus lisible l’extraction de données. Or, ces champs
sont ceux d’un enregistrement unilatéral ensuite inclus dans un autre enregis‑
trement, et chaque enregistrement existe dans un espace de noms séparé. En
l’état, la récupérationd’unchampest syntaxiquement lourdeetdépendantede la
classe de paramétricité du témoin en question. Cependant, les fonctions d’oubli
peuvent être déclarées commedes coercions, permettant ainsi au vérificateur de
typagedeCOQd’oublierunnombrearbitrairedechampsetdoncdevérifierqu’un
témoin est suffisamment riche. Grâce à cela, on déclare une seule fois une fonc‑
tion de projection pour chaque champ, et cette fonction peut s’appliquer à tous
les témoins de paramétricité qui contiennent ce champ en préservant le typage.
Par exemple, voici la projectiondu champ map_in_R correspondant auniveau 2a
dans la hiérarchie :

Definition map_in_R {A B : Type} :
Param(2a,0) A B ᆹባ forall (a : A) (b : B), map R a = b ᆹባ R a b.

Cette projection concerne en réalité le témoin unilatéral de gauche à droite, puis‑
qu’elle s’applique à un témoin de classe (2a, 0), mais cetteméthode permet éga‑
lement de nommer différemment les champs du témoin unilatéral de droite à
gauche. Ainsi, TROCQ contient aussi des déclarations pour les projection symé‑
triques. La projection symétrique de map_in_R est nommée comap_in_R et a le
type suivant :6 6 : La valeur comap est le symétrique de map

et a pour type A ᆹባ B.
Definition comap_in_R {A B : Type} :
Param(0,2a) A B ᆹባ forall (b : B) (a : A), comap R b = a ᆹባ R a b.

13.2 Implémentation de la relation de paramétricité

Le cadre de paramétricité de TROCQ a été conçu dans l’objectif d’être implémen‑
té dans COQ par la suite. Sa présentation relationnelle, détaillée en Figure 10.5,
est plus lourde que la présentation traditionnelle des traductions de paramétri‑
cité, mais a l’avantage de rendre explicites des détails importants aumoment de
l’implémentation, à savoir les étapes de manipulation des variables liées ainsi
que l’origine des termes présents dans la conclusion des règles d’inférence. Pour
implémenter TROCQ, COQ‑ELPı est un choix naturel, son paradigme logique étant
entièrement en phase avec cette présentation relationnelle. Ces différents choix
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à la conception et à l’implémentation permettent d’atteindre une forte similitude
entre la présentation théorique de TROCQ et le code de la relation. Cette section
met en lumière cette lisibilité dans l’implémentation de TROCQ.

13.2.1 Des règles d'inférence auprogramme logique

Tout d’abord, on peut remarquer que la présentation déductive d’un algorithme
se calque très bien enprogrammation logique. En effet, l’algorithmepeut être im‑
plémenté par un prédicat ELPı, où chaque cas de l’algorithme correspond à une
instance du prédicat, et pour chaque cas, la tête de l’instance correspond à la
conclusion et le corps de l’instance correspond aux prémisses. Ainsi, comme on
construirait sur papier un arbre en empilant les différentes règles de l’algorithme,
en commençant par la conclusion à obtenir à la racine de l’arbre, l’implémenta‑
tion COQ‑ELPı consiste en un appel au prédicat de paramétricité, chaque appel
récursif représentant une nouvelle règle à ajouter à une branche de l’arbre.

Toutefois, la présentation théorique garde un certain niveau d’abstraction à tra‑
vers la présence de la règle TROCQCONV. En effet, cette règle concentre toute la
flexibilité de la paramétricité de TROCQ, en ce qu’elle peut être ajoutée n’importe
où dans l’arbre de dérivation pour rendre valide un témoin de paramétricité plus
fort que nécessaire. Bien que cette règle élégante permette d’éviter d’ajouter des
affaiblissements dans toutes les autres règles, elle rend la traverséedu termenon
déterministe car il existe deux règles possibles pour chaque construction du lan‑
gage. Il est du rôle de l’implémentation de choisir quand faire appel à cette règle
TROCQCONV. Passer des règles d’inférence au programme logique se traduit par
une déterminisation de l’algorithme de traversée du terme, suivie d’une associa‑
tion de chaque élément7 apparaissant dans les règles à un fragment de code ato‑ 7 : Valeurs, opérations, types de prémisses,

etc.mique correspondant en COQ‑ELPı.

Déterminisation de l'algorithme Dans TROCQ, l’implémentation de la relation
de paramétricité fait systématiquement appel à la règle d’affaiblissement TROCQ‑
CONV dans les cas de base, c’est‑à‑dire sur les variables et les constantes. Il s’agit
des cas dans lesquels une prémisse pourrait ne pas être prouvable en l’absence
d’affaiblissement. Eneffet, dans le casdesvariables (règleTROCQVAR), laprémisse
consulte directement le contexte de paramétricité Ξ pour trouver un témoin as‑
socié. Or, ce témoin n’a pas forcément un type annoté identique à celui auquel
on traite cette variable. Dans le cas où le type de la variable contient des classes
de paramétricité, la règle d’affaiblissement est même un outil crucial pour poser
des contraintes sur ces classes pendant la traversée dubut. Le cas des constantes
est analogue : la base de connaissances contient un nombre fini d’associations
possibles pour une même constante, avec des types annotés représentant pré‑
cisément les dépendances nécessaires pour créer les témoins de paramétricité,
et une constante n’est pas toujours exactement traitée à l’un de ces types. L’af‑
faiblissement permet d’utiliser un témoin potentiellement plus riche déclaré en
base de données si le type annoté désiré pendant la traversée du but n’y existe
pas exactement. Utiliser l’affaiblissement dans les autres cas du prédicat peut
conduire au calcul d’un témoin de paramétricité plus riche que nécessaire, ce qui
est contraire à l’objectif de TROCQ.

Un autre élément non déterministe est visible dans le cas de l’application (règle
TROCQAPP), seul cas dans lequel il existe un termedont l’originen’est pas fixée. En
effet, il s’agit du domaine 𝐴 de la fonction en tête de l’application. Plutôt que de
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créer une variable fraîche à cet endroit et potentiellement causer un affaiblisse‑
ment superfludans l’appel récursif sur 𝑓 , l’implémentation récupère le typede 𝑓
dans le contexte pour lire la bonne valeur de 𝐴. Ainsi, l’affaiblissement potentiel
effectué pendant le traitement de 𝑓 porte sur le type 𝐵.

Correspondanceentre les règleset le code Pour étudier le lien entre les règles et
le code, prenons dans un premier temps le cas des variables liées, qui fait appel
aux règles TROCQVAR et TROCQCONV. Voici la combinaison de ces deux règles qui
est implémentée dans TROCQ :

(𝑥, 𝑇 , 𝑥′, 𝑥𝑅) ∈ Δ 𝛾(Δ) ⊢+ 𝑇 ≼ 𝑇 ′

Δ ⊢𝑡 𝑥 @ 𝑇 ′ ∼ 𝑥′ ∵ ⇓𝑇
𝑇 ′ 𝑥𝑅

Voici à présent l’instance correspondante du prédicat de la relation de paramétri‑
cité dans TROCQ :8 8 : Dans les prochains blocs de code, les pré‑

dicats d’affichage ont été retirés car ils ne
sont pas utiles dans la présentation et n’en‑
lèvent rien à notre argumentation.

1 param X T' X' (W XR) :- name X, !,
2 param.store X T X' XR,
3 annot.sub-type T T',
4 weakening T T' (wfun W).

Le prédicat param à quatre arguments est le prédicat de paramétricité princi‑
pal. La tête de l’instance correspond à la conclusion de la règle, où W est la fonc‑
tion d’affaiblissement générée en ligne 4. La condition name X permet de véri‑
fier que X est bien une variable et de faire échouer cette instance sur tous les
autres termes, afin d’exécuter à la place l’instance qui leur est dédiée. Les lignes
2 et 3 sont les prémisses. Le prédicat param.store est utilisé pour représenter le
contexte de paramétricité Δ. Il apparaît donc que l’association entre les règles
d’inférence et l’instance du prédicat est assez transparente.

Intéressons‑nous à présent à un cas plus complexe, celui du type flèche, qui fait
intervenir des contraintes entre classes de paramétricité ainsi que des appels ré‑
cursifs à param :9 9 : La règle d’inférence est une version volon‑

tairement réorganisée de la règle TROCQAR‑
ROW, dans laquelle certaines classes de para‑
métricité sont explicitement nommées et où
les contraintes portant sur les univers n’ap‑
paraissent pas. En effet, étant déléguées à
COQ, elles n’apparaissent pas dans le code et
peuvent ici être ignorées.

𝐶 = (𝑀, 𝑁) (𝐶𝐴, 𝐶𝐵) = 𝒟→(𝐶)
𝐶𝐴 = (𝑀𝐴, 𝑁𝐴) Δ ⊢𝑡 𝐴 @□(𝑀𝐴,𝑁𝐴) ∼ 𝐴′ ∵ 𝐴𝑅
𝐶𝐵 = (𝑀𝐵, 𝑁𝐵) Δ ⊢𝑡 𝐵 @□(𝑀𝐵,𝑁𝐵) ∼ 𝐵′ ∵ 𝐵𝑅

Δ ⊢𝑡 𝐴 → 𝐵 @□(𝑀,𝑁) ∼ 𝐴′ → 𝐵′ ∵ 𝑝𝐶
→ 𝐴𝑅 𝐵𝑅

1 param
2 (prod _ A (_\ B)) (app [pglobal (const PType) _, M, N])
3 (prod `_` A' (_\ B')) (app [pglobal (const ParamArrow) UI|Args]) :-
4 param.db.ptype PType, !, std.do! [
5 cstr.univ-link C M N,
6 cstr.dep-arrow C CA CB,
7 cstr.univ-link CA MA NA,
8 param A (app [pglobal (const PType) _, MA, NA]) A' AR,
9 cstr.univ-link CB MB NB,

10 param B (app [pglobal (const PType) _, MB, NB]) B' BR,
11 param.db.param-arrow C ParamArrow,
12 prune UI [],
13 util.if-suspend C (param-class.requires-axiom C) (
14 coq.univ-instance UI0 [],
15 Args = [
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16 pglobal (const {param.db.funext}) UI0, A, A', AR, B, B', BR
17 ]
18 ) (
19 Args = [A, A', AR, B, B', BR]
20 )
21 ].

Les six prémisses sont représentées dans le code par les lignes 5 à 10, dans le
même ordre que dans la règle d’inférence. Le code restant récupère la preuve
𝑝𝐶

→ présente dans la conclusion (variable ParamArrow) et lui applique les bons
arguments, pour partie implicites dans la présentation sur papier.

13.2.2 Fonctionnalités utiles de COQ-ELPI

Comme le montrent les règles d’inférence la décrivant (Figure 10.5), la relation
de paramétricité de TROCQ fait intervenir des opérations de natures différentes :
appels récursifs, contraintes sur des classes de paramétricité, construction de
preuves à partir de lemmes de paramétricité ou de témoins ajoutés par l’utilisa‑
teur. La mise à disposition de toutes ces opérations se traduit par une certaine
infrastructure logicielle, cependant masquée dans l’implémentation de TROCQ
par la division du code en plusieurs fichiers et certaines fonctionnalités de COQ‑
ELPı, telles que la suspension de buts ou les règles de gestion de contraintes [51] [51] : FRÜHWıRTH  (1994), «Constraint Hand‑

ling Rules»(CHR).

Premièrement, la division du code permet unemeilleure lisibilité. C’est pourquoi,
dans le code de TROCQ, toute la logique de contraintes sur les classes de paramé‑
tricité passe par une API de prédicats cstr.*, pour ne pas exposer cette portion
de l’implémentation dans la définition du prédicat principal de paramétricité, et
ainsi rester le plus fidèle possible aux règles d’inférence.

Deuxièmement, l’usage des CHR de COQ‑ELPı permet de maintenir tout au long
de la traversée du but un état global contenant les différentes contraintes de
classes de paramétricité. Ceci présente l’avantage que la structure de données
stockant les contraintes est invisible dans le prédicat param,10 mais également 10 : Étant un état global, il est possible de ne

jamais le nommer ni le mentionner dans le
code.

qu’aucun encodage réifié des classes de paramétricité n’est nécessaire dans les
termes annotés. En effet, une fonctionnalité centrale dans l’utilisation des CHR
est la réification des variables dans la tête des règles. Contrairement au code
classique ELPı calqué sur PROLOG, où la notion de comparaison de termes repose
sur l’unification, dans le contexte des CHR, la première phase de l’exécution des
règles, le filtrage par motif, s’exécute au niveauméta. À ce niveau, deux variables
syntaxiquement différentes dans les différents arguments des buts suspendusne
peuvent par conséquent pas être unifiées. Ceci permet entre autres d’indexer des
structures de données sur des variables, donc de laisser les variables de classes
de paramétricité telles quelles dans les termes annotés.11 11 : En interne, elles sont toutdemêmeasso‑

ciées à un entier, car la structure de données
stockant les contraintes nécessite de pouvoir
comparer les clés, une tâche plus simple sur
des entiers que sur des variables ELPı.

Troisièmement, la suspension de buts permet d’implémenter l’algorithme de la
même manière quel que soit le but initial. En effet, lors de l’annotation d’un but
avant traversée, de nombreuses variables fraîches sont créées pour représenter
les classes de paramétricité encore inconnues. Dans l’appel initial au prédicat
param, en général, la classe de paramétricité à laquelle on souhaite traiter le but
est connue : on souhaite la classe (0, 1) afin d’extraire une fonction du nouveau
but vers ce but initial. Dans le code de la relation pour le type flèche, les variables
M et N sont donc définies, ce qui détermine ensuite C et les autres variables
du programme qui en dépendent. Cependant, au fil des appels récursifs, il est
possible que certaines variables de classes de paramétricité restent indéfinies et
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n’aient pas une valeur concrète avant un travail ultérieur de détermination des
classes de paramétricité.12 Or, le code peut avoir à calculer des résultats à par‑ 12 : Le problème associé, la solution retenue

et son implémentation sont le sujet de la sec‑
tion suivante.

tir de telles variables.13 La fonctionnalité de suspension de buts d’ELPı est donc

13 : Par exemple, récupérer une valeur dans
la base de connaissances (ligne 11 dans le
dernier bloc de code), ou tester si une classe
requiert un axiome (ligne 13).

la bienvenue dans l’implémentation de TROCQ, puisqu’elle permet de bloquer un
calcul sur une variable tant que cette variable est indéfinie, puis de le réveiller dès
qu’une classe de paramétricité concrète est affectée à la variable.

13.3 Inférence de classes de paramétricité

Une particularité de la relation de paramétricité de TROCQ est qu’elle peut relier
unmême terme à plusieurs termes associés valides. En effet, la relation part d’un
terme dans 𝐶𝐶+

𝜔 contenant des univers annotés par des classes de paramétrici‑
té. Or, dans notre cas, le terme d’entrée est obtenu par une annotation automa‑
tique du but initial qui crée une variable fraîche pour chaque classe de paramétri‑
cité. De plus, les règles de TROCQ ne contraignent pas explicitement ces classes à
être égales à une valeur en particulier, mais simplement à être au‑dessus ou en‑
dessous d’une valeur. Ainsi, la traversée du but ne fixe pas les différentes classes
de paramétricité trouvées dans les types annotés, mais les contraint seulement.
À la fin du processus, certaines classes de paramétricité peuvent alors avoir plu‑
sieurs solutions valides.

Par exemple, lors du traitement de Π𝐴 ∶ □. 𝐴 → 𝐴 au niveau (0, 1), un té‑
moin de paramétricité de niveau (2a, 0) minimum est requis sur le sous‑terme
□. Cela signifie que toutes les entrées de la relation pour □ qui sont au‑dessus
de ce niveau sont également acceptables, car elles possèdent au moins la quan‑
tité d’information nécessaire. De la même manière, le traitement de ℕ → ℕ au
niveau (1, 0) demandera deux témoins de paramétricité sur ℕ, l’un au niveau
(0, 1) minimum et l’autre au niveau (1, 0) minimum. Tous les témoins de niveau
supérieur donnent une preuve finale bien typée.

Pourtant, il est importantdedéterminerunevaleur finalepour ces classes, car ces
valeurs ont un impact potentiel sur la quantité d’informations demandée à l’uti‑
lisateur, voire sur les axiomes requis pour effectuer le pré‑traitement. Pour éviter
au maximum l’usage d’axiomes et demander le moins d’informations possible à
l’utilisateur, il semble intéressant de chercher à minimiser toutes les classes de
paramétricité dans le témoin de sortie. Or, ce problème de minimisation n’a pas
toujours de solution, en particulier lorsque le but contient des constantes utili‑
sateur. L’implémentation de TROCQ utilise une heuristique permettant dans de
nombreux cas d’obtenir une solution satisfaisante.

Dans cette section, nous définissons le problème d’inférence en l’illustrant par
un exemple. Ensuite, nous explorons les différentes solutions envisagées et jus‑
tifions les choix techniques effectués dans TROCQ. Enfin, nous donnons des dé‑
tails sur l’implémentation de l’affaiblissement et le sous‑typage, car ce sont des
points‑clés pour le bon fonctionnement de l’inférence de classes de paramétrici‑
té.

13.3.1 Définition duproblème

Pour illustrer le problème de l’inférence de classes de paramétricité, prenons un
exemple. On considère le traitement du but initial suivant, fraîchement annoté
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automatiquement par TROCQ :

Π𝐹 ∶ □𝛼 → □𝛽. Π𝐴 ∶ □𝛾. 𝐹 𝐴 → 𝐹 𝐴

Il contient trois variables fraîches 𝛼, 𝛽 et 𝛾, une pour chaque univers. La trace
de la traversée de ce terme effectuée par TROCQ est la suivante :

Traitement du but initial au type □(0,1).
Application de TROCQPı.

– Traitement du domaine □𝛼 → □𝛽 au type □(2a,0).
Application de TROCQARROW.

• Traitement de □𝛼 au type □(0,2b).
Application de TROCQSORT.
Ajout de la contrainte (𝛼, (0, 2b)) ∈ 𝒟□ .

• Traitement de □𝛽 au type □(2a,0).
Application de TROCQSORT.
Ajout de la contrainte (𝛽, (2a, 0)) ∈ 𝒟□ .

– Traitement de Π𝐴 ∶ □𝛾. 𝐹 𝐴 → 𝐹 𝐴 au type □(0,1).
Application de TROCQPı.

• Traitement de □𝛾 au type □(2a,0).
Application de TROCQSORT.
Ajout de la contrainte (𝛾, (2a, 0)) ∈ 𝒟□ .

• Traitement de 𝐹 𝐴 → 𝐹 𝐴 au type □(0,1).
Application de TROCQARROW.

* Traitement de 𝐹 𝐴 au type □(1,0).
Application de TROCQAPP en prenant □𝛼 comme domaine de
𝐹 .

· Traitement de 𝐹 au type □𝛼 → □(1,0).
Application de TROCQCONV puis TROCQVAR.
Ajout de la contrainte 𝛽 ≥ (1, 0) .

· Traitement de 𝐴 au type □𝛼.
Application de TROCQCONV puis TROCQVAR.
Ajout de la contrainte 𝛾 ≥ 𝛼 .

* Traitement de 𝐹 𝐴 au type □(0,1).
Application de TROCQAPP en prenant □𝛼 comme domaine de
𝐹 .

· Traitement de 𝐹 au type □𝛼 → □(0,1).
Application de TROCQCONV puis TROCQVAR.
Ajout de la contrainte 𝛽 ≥ (0, 1) .

· Traitement de 𝐴 au type □𝛼.
Application de TROCQCONV puis TROCQVAR.
Ajout de la contrainte 𝛾 ≥ 𝛼 (doublon).

On a donc un ensemble de contraintes à la fin de la traversée, décrivant des en‑
sembles de valeurs admissibles pour 𝛼, 𝛽 et 𝛾, ainsi que des relations entre ces
variables à toujours respecter,mais aucune valeur n’est définie concrètement. Le
problème est donc de trouver une valuation admissible pour ces variables, à par‑
tir des contraintes présentes dans les règles d’inférence de TROCQ.

Solution univalente Une solution au problème existe toujours : il suffit de fixer
toutes les classes à (4, 4), ce qui correspond à une traduction de paramétricité
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univalente. Expliquons pourquoi une telle solution est toujours valide. Premiè‑
rement, les différentes contraintes possibles dans la traversée peuvent toujours
se réduire à des contraintes d’ordre entre les variables impliquées ou d’égalité
à (4, 4). Une contrainte de forme (𝛼, 𝛽) ∈ 𝒟□ peut se réduire lorsque la va‑
leur de 𝛽 est connue, en distinguant deux cas : si 𝛽 appartient à {0, 1, 2a}2,
alors 𝛼 n’est pas contrainte; sinon, 𝛼 = (4, 4). La procédure qui fixe toutes les
classes à (4, 4) est donc compatible avec cette contrainte : si l’on fixe 𝛽 à (4, 4),
la contrainte impliquée sur 𝛼 est compatible puisque l’on fixe également 𝛼 à
(4, 4). Une contrainte de forme (𝛼, 𝛽) = 𝒟⋆(𝛾) où ⋆ ∈ {→, Π} peut se ré‑
duire à deux contraintes d’ordre lorsque la valeur de 𝛾 est connue. Si l’on fixe 𝛾
à (4, 4), alors les tableaux de dépendance en Figure 9.2 donnent 𝛼 = 𝛽 = (4, 4),
ce qui est compatible puisque l’on fixe également ces classes à (4, 4). Enfin, les
contraintes d’ordre entre les classes ne sont jamais strictes, donc deux classes
𝛼 et 𝛽 fixées à (4, 4) respectent toujours une contrainte de forme 𝛼 ≥ 𝛽. Par
conséquent, la solutionque l’onpeutqualifier d’univalenteest toujours valide.

Recherched'unesolutionminimale Cependant, la solutionunivalente n’est pas
satisfaisante puisqu’elle demande toujours la quantitémaximale d’informations
à l’utilisateur et aumoins un axiome dès lors qu’un univers ou un produit dépen‑
dant est présent dans le but initial. On cherchedonc une autre solution, avec l’ob‑
jectif opposé :moins on demande d’informations en général, plus on peut traiter
de buts à partir d’une base de connaissances utilisateur donnée, et moins on a
de chances d’avoir besoin d’un axiome. Il semble alors naturel de vouloirminimi‑
ser toutes les classes de paramétricité. Toutefois, il n’est pas certain qu’une telle
solution puisse être construite, ni qu’elle atteigne réellement l’objectif.

D’une part, il faut déterminer un ordre de minimisation des classes de paramé‑
tricité présentes dans les contraintes. Or, l’ajout de contraintes pendant la tra‑
versée n’est pas totalement structurel. En effet, les contraintes portant sur un
nœud du but initial ne sont pas toutes déterminées lors de la traversée de ce
nœud. Par exemple, toute occurrence d’une variable liée peut induire un ajout
de contrainte sur les classes de paramétricité présentes dans son type, bien que
ce dernier ait déjà été traité plus tôt, lors de la traversée du lieur qui introduit
la variable liée. Il n’est donc pas évident que minimiser les variables dans l’ordre
dans lequel on les rencontre soit lameilleure solution.Deplus, en l’absenced’une
étude plus poussée du comportement des contraintes en fonction de la structure
du but, on ne peut écarter la possibilité que dans certains buts, minimiser une
classe deparamétricité se fasse audétriment d’une autre classe de paramétricité.
Dans un tel cas, enminimisant une classe avant l’autre, on ferait alors augmenter
la seconde, impliquant une utilisation d’un axiome qui aurait pu être évitée en
changeant l’ordre de minimisation des classes. Ce cas semble plus susceptible
de se produire en présence de constantes dans le but initial, car les valuations
valides des classes de paramétricité dans le type d’une constante sont propres
à cette constante et ne respectent a priori aucune propriété commune à toutes
les constantes. L’ordre de minimisation semble donc difficile à définir de façon
analytique.

D’autrepart, toujoursdans le casdes constantes, il sepeutque laminimisationne
soit pas une solutionoptimale. En effet, les tableauxdedépendance en Figure 9.2
suggèrent que les classes requises sur le domaine et le codomaine du type d’une
fonction augmentent avec la classe requise sur ce type. Or, bien que cela soit in‑
tuitif dans le cas des types fonctionnels, sans une étude plus poussée, on ne peut
affirmerquecettepropriétéque l’onpourrait qualifier demonotonie segénéralise
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à toutes les constantes. Dans le cas d’une constante nonmonotone, tenter demi‑
nimiser toutes les classes pourrait alors se montrer contre‑productif. Par consé‑
quent, le fait même de chercher à minimiser toutes les classes de paramétricité
présentes dans les contraintes pourrait n’être qu’une heuristique imparfaite.

13.3.2 Solution retenuedans TROCQ

Dans le cadre de l’implémentation de TROCQ, on propose une solution empirique
dont l’optimalité n’est pas garantie en théorie. Dans cette solution, on fait l’hy‑
pothèse que tout le calcul est monotone, donc la minimisation des classes de
paramétricité est une bonne heuristique. Il reste à déterminer l’ordre de minimi‑
sation.

Contraintes complexes Une remarque centrale concernant l’ordre deminimisa‑
tion est la suivante : lors de laminimisation d’une classe de paramétricité en par‑
ticulier, afin de sélectionner la classe minimale possible, toutes les contraintes
d’ordre liées à cette classedoivent être connues. En effet, les contraintes ajoutées
pendant la traversée dubut sont soit des contraintes d’ordre, soit des contraintes
complexes, impliquant un tableaudedépendances à l’instar des tableauxde la Fi‑
gure 9.2. Lorsque la construction concernée est un constructeur de types, elle vit
dansununiversmuni d’une classedeparamétricité que l’onappellerapar la suite
classe de sortie. Le tableau de dépendances a alors une ligne par classe de para‑
métricité, dans laquelle on peut lire les différentes dépendances sur les autres
classes de paramétricité liées à cette construction. Ces dépendances sont obte‑
nues en déterminant d’abord la classe de paramétricité de sortie. Une fois que
l’on connaît ces dépendances, on peut remplacer la contrainte complexe par une
listede contraintesd’ordreàpartir de chacunedes classesprésentesdans la ligne
du tableau. Pour chaque contrainte complexe, on sait doncque la variable corres‑
pondant à la classe de sortie doit être instanciée avant les autres, afin de réduire
la contrainte complexe en une ou plusieurs contraintes d’ordre.

Par exemple, le but illustrant le problème d’inférence de classes en § 13.3.1 est
un produit dépendant. La règle TROCQPı permet de déterminer à quels types on
doit traiter le domaine □𝛼 → □𝛽 et le codomaine Π𝐴 ∶ □𝛾. 𝐹 𝐴 → 𝐹 𝐴, à
l’aide d’une contrainte (𝛼, 𝛽) = 𝒟Π(𝛾). La traversée du but démarre avec un
type annoté □(0,1), c’est‑à‑dire qu’elle fixe la classe de sortie à (0, 1). On a donc
𝛾 = (0, 1), et ce n’est qu’avec cette information que l’on peut trouver la bonne
ligne dans le tableau de la Figure 9.2 permettant de déterminer 𝛼 et 𝛽.

Contraintesd'ordre Dans une contraintes d’ordre, une variable peut être en po‑
sition supérieureou inférieure. Pour trouver la classeminimalepourune variable,
on considère toutes les contraintes d’ordre dans lesquelles cette variable est en
positionsupérieure, car cescontraintesdonnentdesbornes inférieurespourcette
variable. La classeminimale est alors la plus grande des bornes inférieures. Dans
le cas où deux variables sont liées par une contrainte d’ordre 𝛼 ≥ 𝛽, 𝛽 consti‑
tue une borne inférieure pour 𝛼. Par conséquent, pour déterminer la classemini‑
male pour 𝛼, il faut d’abord connaître la classe constante retenue pour 𝛽. Cette
contrainte d’ordre pose donc également un ordre dans la minimisation des deux
variables.

L’ordre de priorité global est donc déterminé à l’aide des règles suivantes :
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– (𝛼, 𝛽) ∈ 𝒟□ se réduit en une contrainte d’égalité sur 𝛼 ou bien aucune
contrainte, en fonction de la valeur de 𝛽 : elle force donc la variable 𝛽 à
être instanciée avant 𝛼 ;

– 𝒟Π(𝛾) = (𝛼, 𝛽) ou 𝒟→(𝛾) = (𝛼, 𝛽) force 𝛾 à être instanciée avant 𝛼
et 𝛽 ;

– 𝛼 ≥ 𝛽 force 𝛽 à être instanciée avant 𝛼 ;
– 𝒟𝐾(𝛾, 𝑇 ) force 𝛾 à être instanciée avant les classes de paramétricité pré‑

sentes dans le type annoté 𝑇 .

13.3.3 Implémentation

Le rôle de l’algorithme d’inférence est donc de faire émerger l’ordre de minimi‑
sation à partir des différentes contraintes qui apparaissent pendant la traversée,
puis de sélectionner pour chaque variable la classe minimale possible, chaque
affectation permettant de réduire des contraintes complexes en des contraintes
d’ordre sur d’autres variables encore non affectées. Cet algorithme peut être im‑
plémenté de plusieurs façons.

Résolutiondecontraintessurdomainefini Unepremière idée est de remarquer
que leproblèmede l’inférencede classes deparamétricité ressemblebeaucoupà
un problème de résolution de contraintes sur domaine fini. Un tel problème peut
être résolu de manière élégante dans le style de la programmation logique par
contraintes [82], idiomatique dans les langages basés sur PROLOG tels qu’ELPı. En [82] : JAFFAR et coll. (1987), «Constraint Logic

Programming»effet, on peut représenter chaque classe de paramétricité inconnue dans le but
initial commeune variable avec un domaine initial allant de (0, 0) à (4, 4), muni
d’unordrepartiel. Lesdifférentes contraintesd’ordreajoutées sur les variables ré‑
duisent leur domaine, ne laissant que les solutions valides. Les contraintes com‑
plexes sont mises en attente tant que leur classe de sortie n’est pas connue, et
lorsque c’est le cas, elles sont réduites automatiquement et remplacées par de
nouvelles contraintes d’ordre. Chaque contrainte ajoutée constitue également
une contrainte sur l’ordredeminimisation. Ainsi, à la fin de la traversée, l’ordrede
minimisation émerge naturellement et il suffit de calculer la plus grande borne
inférieure de chaque variable en suivant cet ordre pour obtenir la solution vou‑
lue.

Le domaine des variables n’étant pas classique (il s’agit de classes de paramétri‑
cité et non d’entiers), il faut implémenter un solveur de contraintes ad hoc. Les
règles de gestion de contraintes (CHR), disponibles dans ELPı et présentées en
§ 4.1.1, sont l’une desméthodes les plus connues pour exprimer des algorithmes
complexes impliquant la génération et la gestion de contraintes avec des règles.
Le langage des CHR est adapté à la conception de solveurs de contraintes, car les
ingrédients centraux de ces solveurs, la propagation des contraintes et la vérifi‑
cation de la cohérence,14 peuvent être implémentés sous la forme de règles. Le 14 : La propriété de cohérence est la com‑

patibilité à tout instant entre les domaines
des variables et les différentes contraintes
qui portent sur ces variables.

solveur de contraintes combine ces règles avec une procédure de recherche qui
teste les valeurs restantes dans les domaines après la propagation. Dans notre
cas, les règles sont utilisées pour simplifier les contraintes complexes et les ré‑
duire à des contraintes d’ordre sur les classes de paramétricité.

Style direct Cependant, l’élégance d’une telle solution se fait au détriment de
la traçabilité du flot de contrôle dans le processus de réduction. En effet, dans les
solveurs de contraintes, lorsque les contraintes sont déclarées, après une phase
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initiale de propagation, elles restent en mémoire dans un état endormi, obser‑
vant les variables qu’elles concernent, afin d’être réveillées chaque fois qu’un de
leurs domaines est mis à jour. Ce comportement, nécessaire pour assurer à tout
instant la cohérence, rend le flot de contrôle très complexe car il est difficile de
savoir quand lapropagation seproduira simplement en lisant le code, cequi com‑
plique les phases de débogage.

Au lieu de cela, nous présentons un algorithme d’inférence dans un style plus
pragmatique, accumulant d’abord les contraintes dans un graphe de contraintes
global, puis en le réduisant et en instanciant les variables par la suite. Dans ce
graphe de contraintes, les nœuds sont des classes de paramétricité, variables ou
constantes, et il existedifférents typesd’arêtes, unpar typedecontraintepouvant
être ajoutée pendant la traversée du but. Un exemple de graphe de contraintes
est disponible dans la Figure 13.2. Dans ce graphe, les arêtes de 𝑋1 vers 𝑋2 et
𝑋3 représentent la contrainte (𝑋2, 𝑋3) = 𝒟Π(𝑋1), et l’arête de 𝑋6 vers la
classe constante (3, 2b) représente la contrainte (3, 2b) ≥ 𝑋6.

X1

(2a, 1)

(3, 2b)X2 X6

X3

X5

X4

Π
Π <latexit sha1_base64="aFKnibHZNXUG1bjaEHnrGSgf+wQ="></latexit>→

<latexit sha1_base64="aFKnibHZNXUG1bjaEHnrGSgf+wQ="></latexit>→

<latexit sha1_base64="PpT0D7lj03TiuVG919tQ1XQwiC4="></latexit>�

FıG. 13.2 : Exemple de graphe de contraintes

Uneparticularité du graphede contraintes est que le sens des arêtes est cohérent
avec l’ordredeminimisationdes classesdeparamétricité. Ainsi, dans le graphe ci‑
dessus, l’arête de 𝑋1 à 𝑋2 signifie qu’il y a une contrainte sur un produit dépen‑
dant mais également que la variable 𝑋1 en est la classe de sortie, donc elle doit
être instanciée avant 𝑋2. Il en va de même pour les autres types de contraintes :
𝑋3 doit être instanciée avant 𝑋5 et 𝑋6, 𝑋2 avant 𝑋4, etc. Cela signifie que le
graphe de contraintes est également un graphe de priorité. L’ordre final d’instan‑
ciation peut alors être obtenu en effectuant un tri topologique sur ce graphe : on
retire récursivement les nœuds d’entrée en les ajoutant à une liste, pour obtenir
un ordre deminimisation admissible, tout ceci en ignorant les nœuds qui ne sont
pas des variables. Par exemple, sur le graphe ci‑dessus, un ordre admissible est
[𝑋1, 𝑋2, 𝑋4, 𝑋3, 𝑋5, 𝑋6]. Si l’on respecte l’ordre de minimisation, lors de l’ins‑
tanciation d’une variable, toutes les arêtes pointant vers cette variable, c’est‑à‑
dire tous lesnœuds inférieurs, doivent formerunensemblede classes constantes.
Chaque fois qu’une variable est instanciée, le nœud correspondant est suppri‑
mé du graphe. Ensuite, les contraintes complexes dont la variable fraîchement
instanciée est la classe de sortie peuvent à présent être réduites en contraintes
d’ordre, de nouveau ajoutées au graphe. Ainsi, on maintient l’invariant et la va‑
riable suivante est prête à être instanciée. Par exemple, lorsque 𝑋1 est instan‑
ciée avec la valeur (2a, 1), le nœud disparaît. On peut alors réduire la contrainte
(𝑋2, 𝑋3) = 𝒟Π(𝑋1) en deux contraintes d’ordre 𝑋2 ≥ (2a, 4) et 𝑋3 ≥ (2a, 1)
qui sont de nouveau ajoutées au graphe. La variable suivante dans l’ordre de mi‑
nimisation est 𝑋2, et la seule contrainte qui pointe vers le nœud associé dans le
graphe est cette nouvelle contrainte d’ordre. Il n’y a donc plus de contrainte com‑
plexe et l’instanciation peut être effectuée. Le processus continue ainsi jusqu’à la
suppression de tous les nœuds du graphe.
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13.3.4 Affaiblissement et sous-typage

L’ajout de contraintes sur une classe de paramétricité garantit que la valeur finale
qui lui est affectée après la traduction correspond aux besoins des différentes
occurrences de cette variable, c’est‑à‑dire que le témoin de paramétricité asso‑
cié possède suffisamment d’informations dans toutes ses occurrences dans le
témoin global. Néanmoins, cela ne signifie pas que toutes les occurrences ont
besoin du même témoin de paramétricité. Il est fort probable qu’au moins une
occurrence de la variable requière moins d’informations que ce qui est contenu
dans le témoin. Dans un tel cas, pour garantir le typagedu termedepreuve, il faut
insérer devant le témoin une fonction d’affaiblissement. Or, la nature de cette
fonction ne peut être déterminée que lorsque l’on connaît la classe source et la
classe cible de l’affaiblissement.

Par exemple, reprenons le but traité en § 13.3.1 :

Π𝐹 ∶ □𝛼 → □𝛽. Π𝐴 ∶ □𝛾. 𝐹 𝐴 → 𝐹 𝐴

Dans la trace de sa traversée, on voit que le sous‑terme 𝐹 𝐴 est traité deux fois,
au type □(1,0) puis au type □(0,1). Pendant la traversée, les variables 𝐹 et 𝐴
se voient attribuer des variables associées 𝐹 ′ et 𝐴′. Dans le témoin de para‑
métricité global, à la position de la première occurrence de 𝐹 𝐴, il est attendu
une preuve de type Param(1,0) (𝐹 𝐴) (𝐹 ′ 𝐴′), et à sa seconde occurrence, une
preuvede type Param(0,1) (𝐹 𝐴) (𝐹 ′ 𝐴′). Lesdeuxoccurrences impliquentdonc
des témoins de types différents, tous deux des sous‑types du type final qui sera
retenu après la phase d’inférence de classes. Or, ce type final n’est pas connupen‑
dant la traversée, et il faut pourtant ajouter un affaiblissement devant le témoin
𝐹𝑅 dans le terme de preuve au moment où les occurrences de 𝐹 𝐴 sont traver‑
sées.

Pour résoudre ce problème, l’implémentation de TROCQ représente les affaiblis‑
sements dans la syntaxe par une identité avec des arguments fantômes associés
aux classes de paramétricité présentes dans le graphe de contraintes :

Definition weaken (m1 n1 m2 n2 : map_class) {A : Type} (a : A) = a.

Ceci permetdemaintenir un termeCOQbien forméetbien typé tout en yajoutant
des informations visibles lors du parcours du terme. Après l’affectation des va‑
riables, une procédure de complétion s’exécute, remplaçant ces marqueurs par
de véritables fonctions d’affaiblissement, qui peuvent à ce stade être générées
puisque le marqueur contient les deux classes de paramétricité constantes né‑
cessaires.

On note que l’affaiblissement fait intervenir une suspension dans les cas de l’abs‑
traction et de l’application. Cette suspension a pour utilité de gérer le cas d’un 𝛽‑
rédex, c’est‑à‑dire une application avec à sa tête une abstraction. La suspension
est implémentée par un type de données ELPı pouvant contenir le corps d’une
abstraction afin de retarder la création de la fonction d’affaiblissement jusqu’à la
lecture des arguments fournis à cette abstraction. On exploite ici une fois de plus
la représentation HOAS des termes COQ par des méta‑fonctions ELPı.

13.4 Polymorphismed'univers

Tout au long de ce document, qu’il s’agisse des parties traitant de la théorie ou
de l’implémentation, nous avons présenté des 𝜆‑termes dans des calculs possé‑
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dant une hiérarchie d’univers où les univers sont indexés par un entier représen‑
tant leur niveau. Le système de typage permet alors de donner à chaque univers
□𝑖 un type, son successeur □𝑖+1, ou n’importe quel univers de niveau stricte‑
ment supérieur grâce à la règle de cumulativité. Or, les différents lemmes de pa‑
ramétricité que nous avons décrits sont univers-polymorphes, c’est‑à‑dire qu’ils
fonctionnent avec des types de n’importe quels univers tant que ces univers res‑
pectent les différentes contraintes posées par la définition du lemme. Ainsi, la
règle TROCQPı utilise trois niveaux d’univers 𝑖, 𝑗 et 𝑘 qui peuvent prendre n’im‑
porte quelle valeur pourvu que la contrainte 𝑘 = max(𝑖, 𝑗) est respectée.

À l’usage des lemmes de paramétricité, les univers liés doivent donc être instan‑
ciés pour former des termes valides. Or, la propriété importante pour le typage
est simplement l’existence d’une valeur admissible pour chaque univers lié. Par
conséquent, lorsque l’onest certainqu’il existe toujoursunesolutionauproblème
de contraintes sur les univers, on peut se permettre de laisser les univers impli-
cites. Par exemple, une traduction de paramétricité telle que celles qui ont été
présentées dans cette thèse est une traduction structurelle qui n’introduit pas
d’univers ni de contrainte d’univers supplémentaires par rapport au contexte du
but initial, et qui n’a pas pour objectif de raisonner sur les univers. Comme il
n’y a pas de risque d’introduire des incohérences, nous pouvons nous permettre
d’ignorer les univers dans nos présentations théoriques.

À l’implémentation, les univers peuvent également être laissés implicites car le
noyau de COQ peut les inférer lors de la vérification du typage. Cependant, dans
le cadredupolymorphismed’univers, cette inférenceestmoinspuissante car elle
doit aussi inférer desunivers liés.15 Il devient alors nécessaired’expliciter certains 15 : Dans le restedecette section,onseplace

dans ce cadre.univers présents dans les termes. Or, le polymorphisme d’univers est une fonc‑
tionnalité encore expérimentale dans COQ‑ELPı. De plus, certains univers dans
TROCQ sont algébriques, c’est‑à‑dire qu’ils s’expriment à partir d’autres univers
et d’opérations arithmétiques, et l’implémentation actuelle de COQ est limitée
quant à cette fonctionnalitéprécise. Cette sectiondétailledonc lesproblèmesqui
surviennent lors de l’implémentation de TROCQ concernant l’ambiguïté typique
et les univers algébriques.

13.4.1 Levée de l'ambiguïté typique

Lors de la déclarationd’une constante univers‑polymorphedansCOQ, les univers
présents dans le terme deviennent des univers liés. Par exemple, dans la décla‑
ration suivante, A et B sont des types vivant chacun dans un univers frais (di‑
sons respectivement 𝑢0 et 𝑢1), mais ces univers sont laissés implicites grâce à
l’ambiguïté typique, la fonctionnalité de COQqui permet l’inférence automatique
des niveaux d’univers :

Definition twice (A : Type) (B : Type) (f : A ᆹባ A ᆹባ B) : A ᆹባ B =
fun a ᇲቡ f a a.

Quand le terme est donné à COQ pour être enregistré en tant que constante et
nommé twice, les niveaux 𝑢0 et 𝑢1 sont remplacés par des univers liés, respec‑
tivement 𝑖 et 𝑗. La constante twice est alors un terme incomplet qui attend une
instance d’univers, c’est‑à‑dire un tableau de niveaux d’univers qui donne une va‑
leur à chaque univers lié. Une nouvelle fois, grâce à l’ambiguïté typique, on peut
ne pasmentionner l’instance d’univers à l’usage de la constante et COQ se charge
de l’inférence, permettant de bénéficier des avantages du polymorphisme d’uni‑
vers sans alourdir les termes syntaxiquement.
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Cependant, l’inférence est imparfaite car elle ne minimise pas le nombre d’uni‑
vers liés. En effet, il existe des cas où une constante univers‑polymorphe avec au
moins deux univers liés peut être instanciée avec plusieurs fois le même univers
au sein d’une même instance. Or, dans un tel cas, COQ alloue une variable d’uni‑
vers différente pour chaque univers lié de l’instance. Par exemple, si l’on utilise la
constante twice déclarée ci‑dessus dans un autre terme, elle apparaît sous une
forme instanciée par COQ, c’est‑à‑dire twice@{u 3 u 4 }, même s’il est possible de
l’instancier avec deux fois u 3 . Si le terme qui contient une telle constante est en‑
suite déclaré dans COQ, ces univers deviennent liés. Ainsi, l’instance d’univers du
terme global contient plus d’univers liés que nécessaire, menant dans certains
cas à des termes ultérieurs mal typés.

Pour garantir le typage des termes générés par unméta‑programme, il faut déter‑
miner si de tels cas sont possibles pour savoir si l’ambiguïté typique peut être uti‑
lisée. Dans le cas de l’implémentation de TROCQ, beaucoup d’univers ont dû être
rendus explicites. En effet, par une déclaration minutieuse des lemmes de para‑
métricité, il estpossibleen théoriedegarantir un invariant selon lequelun témoin
de paramétricité requiert autant d’univers que le but initial. Dans cet objectif, les
lemmes de paramétricité doivent être déclarés en posant une contrainte de taille
maximale sur leur instance d’univers, ce qui perturbe l’inférence des univers de
COQ. La plupart des univers sont alors à annoter manuellement pour avoir un
contrôlemaximal sur le terme qui est réellement déclaré. Il a fallu pour cela ajou‑
ter de nouvelles fonctionnalités à COQ‑ELPı pour permettre la manipulation de
termes univers‑polymorphes, d’instances d’univers, etc.

Par exemple, le lemme de paramétricité permettant de construire un témoin de
paramétricité pour un produit dépendant, présenté en § 13.1.1, est en réalité dé‑
claré de la façon suivante en COQ :

Definition Param𝛾
Π@{i j k | i ᆨᆪ k, j ᆨᆪ k}

(A A' : Type@{i}) (A R : Param𝛼@{i} A A')
(B : A ᆹባ Type@{j}) (B' : A' ᆹባ Type@{j})
(B R : forall a a' a R , Param𝛽@{j} (B a) (B' a')) :
Param𝛾@{k} (forall (a : A), B a) (forall (a' : A'), B' a').

L’explicitation des univers dans le type de la déclaration revient en fait à une
désactivation de l’ambiguïté typique, car COQ n’est plus autorisé à inférer plus
d’univers liés ni de contraintes que ce qui est spécifié dans l’entête de cette dé‑
claration, ce qui mène à un besoin d’annoter le terme à la main. En effet, dans
le cadre du polymorphisme d’univers, l’assistant de preuve peut librement ajou‑
ter des contraintes d’univers que l’on n’a pas anticipées ou que l’on ne souhaite
pas. Ces contraintes inférées sont logiques et nécessaires pour que le terme type
bien,mais elles peuvent venir d’unemauvaise annotationmanuelle. Si l’instance
d’univers est bloquée a priori en explicitant l’entête de la déclaration comme
ci‑dessus, alors ces contraintes supplémentaires silencieuses deviennent des er‑
reurs de typage. Par itération sur les erreurs fournies, on peut alors concevoir la
déclaration correspondant aux annotations minimales souhaitées. L’équivalent
de l’entête de la déclaration dans COQ‑ELPı est le suivant :

@udecl! [I, J, K] ff [le I K, le J K] ff ᇲቡ
coq.env.add-const %ᅥᅻᆑ

La valeur ff représente le booléen faux indiquant que les listes d’univers et de
contraintes ne peuvent être étendues par COQ. Passer l’un de ces booléens à vrai
revient à ajouter un + après l’une des deux listes dans la déclaration COQ, et rend
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à l’assistant de preuve la liberté d’ajouter des valeurs. Une constante K peut en‑
suite être instanciée avec pglobal K UI, où UI est l’instance d’univers obtenue
à partir d’une liste de variables d’univers :

coq.univ-instance UI [I 0 , J 0 , K 0 ]

13.4.2 Univers algébriques et univers liés

En réalité, la taille des instancesd’univers dans les lemmesdeparamétricité pour‑
rait encore être réduite. Le fait de créer un nouvel univers frais pour un produit
dépendant et de le contraindre à être au‑dessus des univers du domaine et du
codomaine, comme c’est le cas dans le lemme de paramétricité présenté dans la
sous‑section précédente, peut être évité par l’utilisation des univers algébriques,
c’est‑à‑dire créés à partir d’autres univers avec deux opérations : le maximum de
deux univers et le successeur d’un univers. En effet, la règle de typage du produit
dépendant ne fait intervenir que deux univers :

Γ ⊢ 𝐴 ∶ □𝑖 Γ, 𝑎 ∶ 𝐴 ⊢ 𝐵 ∶ □𝑗

Γ ⊢ Π𝑎 ∶ 𝐴. 𝐵 ∶ □max(𝑖,𝑗)

Ainsi, le lemme de paramétricité ne nécessite en théorie que deux univers liés, et
le lemme pour les univers n’en requiert qu’un seul, un univers étant toujours lié
à lui‑même. Par conséquent, il est possible de maintenir l’invariant selon lequel
le but associé et le témoin de paramétricité utilisent autant d’univers que le but
initial.

Cependant, l’implémentation actuelle du polymorphisme d’univers en COQ ne
permet pas ce type de déclarations. En effet, le lemme de paramétricité sur les
produits dépendants construit un témoin de paramétricité sous la forme d’un en‑
registrement, c’est‑à‑dire un type inductif. Une telle valeur est nécessairement
obtenue par le constructeur d’enregistrements correspondant. Or, pour une rai‑
son technique dans l’implémentation actuelle de l’algorithme de vérification du
graphe de contraintes d’univers dans COQ, on ne peut instancier une constante
avec un univers algébrique. Il est donc nécessaire de passer par un univers frais
et des contraintes supplémentaires.

Ainsi, pour chaqueproduitdépendantouuniversapparaissantdans le termed’en‑
trée, l’implémentation de la relation de paramétricité crée un univers frais. De
plus, sans mécanisme demémoire spécifique, rencontrer deux fois le même uni‑
vers crée deux univers frais différents. Tout cela rend difficile le suivi des univers
utilisés dans la traversée du but.

Enfin, ce problème empêche l’implémentation d’une fonctionnalité de transfert
de preuve en chaînage avant au sein de TROCQ. En effet, plutôt que de traduire un
but initial 𝐺 à prouver au sein de COQ en un but associé 𝐺′, il pourrait être in‑
téressant, en inversant les témoins de paramétricité de l’utilisateur dans la base
de connaissances, de traduire un lemme 𝑝′ en un lemme 𝑝 utilisable dans une
preuve dans le contexte sélectionné par l’utilisateur pour sa formalisation. Or,
dans un tel cas, lors de la déclaration de 𝑝, l’entête contiendrait beaucoup d’uni‑
vers liés inutiles, rendant difficile d’instancier le terme de façon optimale par la
suite. On pourrait alors obtenir des preuvesmal typées si on laisse COQ effectuer
l’inférence de l’instance d’univers, et l’annotation manuelle demanderait un tra‑
vail conséquent et artificiel puisque ces univers liés n’ont pas de raison d’être per‑
tinente.
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Dans le cadre de l’usage du polymorphisme d’univers en COQ‑ELPı, divers prédi‑
cats peuvent êtremis au point, commeunprédicat coq.univ.super pour obtenir
le successeur d’un univers, ou bien coq.univ.max pour obtenir le maximum de
deuxunivers, permettant ainsi de forger desunivers algébriques arbitraires. Pour‑
tant, malgré la possibilité de rendre accessibles ces détails bas niveau depuis le
méta‑langage, au moment de la traduction du terme dans COQ, l’univers algé‑
brique deviendra inéluctablement une variable d’univers fraîche accompagnée
de contraintes d’univers.



Conclusion et perspectives

Contributions

Dans cedocument, nous avonsprésenté les deuxprototypesde greffonsde trans‑
fert de preuve pour l’assistant de preuve COQ développés au long de cette thèse.
Le contexte général de ce travail est la recherchede solutionspourpermettre àun
utilisateur de se servir dans ses preuves de plusieurs formalisations d’un même
concept mathématique de façon transparente, tout en gardant l’interopérabili‑
té entre toutes les preuves effectuées sur une théorie donnée, quelle que soit la
représentation choisie dans chaque preuve.

Le premier prototype, TRAKT, permet d’améliorer l’automatisation des preuves
d’énoncés de la famille SMT en reformulant ces énoncés et en les exprimant sous
une forme canonique adaptée au format d’entrée des outils de preuve automa‑
tique disponibles dans COQ. Le projet ajoute aux outils d’automatisation exis‑
tantsunepriseenchargede la théoriede la congruenceetdes fonctionsnon inter‑
prétées, ainsi qu’un traitement de la logique plus flexible, permettant de s’adap‑
ter aux besoins des différentes tactiques d’automatisation. La tactique trakt a
notamment été intégrée avec succès au greffon SMTCOQ via le projet SNıPER, fai‑
sant fonctionner ensemble plusieurs outils de pré‑traitement des énoncés.

Dans TRAKT, les différentes représentations d’unmêmeobjetmathématique sont
reliées par des isomorphismes, ou plongements partiels dans le cas d’un sous‑
type, et l’outil est centré sur les buts de la famille SMT, cible des prouveurs au‑
tomatiques que l’on souhaite exécuter à sa suite. Ce pré‑traitement permettant
de faire un pont entre la preuve automatique et la preuve interactive est une ins‑
tance du problème plus général du transfert de preuve, cible du second proto‑
type, TROCQ. L’ingrédient principal de cette seconde contribution est un nouveau
cadre de paramétricité modulaire capable de gérer une classe de relations plus
générale que les approches précédentes de la paramétricité brute et de la para‑
métricité univalente. La modularité de TROCQ réside dans une hiérarchie de té‑
moins de paramétricité exploitée pour effectuer du transfert de preuve en évi‑
tant le plus possible d’avoir recours à des axiomes lorsqu’ils ne sont pas néces‑
saires.

Perspectives

L’objectif social de la preuve formelle est d’instaurer une grande confiance entre
les humains grâce à une meilleure confiance dans les résultats des chercheurs,
ingénieurs, logiciens, etc., c’est‑à‑dire des preuves et programmes informatiques
certifiés sans faille. Les différentes implémentations actuelles des assistants de
preuve dérivent toutes de pistes différentes dans la recherche du meilleur cadre
logique pour effectuer ces preuves formelles, et au sein de chacun de ces outils,
il existe un large spectre de techniques de formalisation. Cette explosion cam‑
brienne permet d’explorer un vaste espace de possibilités, mais isole les diffé‑
rents travaux de formalisation les uns des autres.



Tout apport de bonnes pratiques venant des domaines du développement logi‑
ciel et de la théorie des langages de programmation est donc bienvenu pour les
utilisateurs des assistants de preuve qui, de fait, en choisissant ce type de logi‑
ciel, acceptent le compromis d’un haut niveau de confiance au prix de preuves
plus (bien souvent trop) manuelles. Idéalement, un utilisateur effectuant un tra‑
vail de formalisation souhaite pouvoir utiliser les structures dedonnées qu’il juge
les plus pratiques, sans avoir à gérer des équivalences manuellement pour que
son développement se conforme aux encodages communs au sein de la commu‑
nauté utilisatrice de l’assistant de preuve qu’il a choisi. À l’inverse, si une formali‑
sation a déjà été effectuée sur un encodaged’un conceptmathématique, l’utilisa‑
teur souhaite pouvoir utiliser ce travail sur un autre encodage dumême concept,
s’il est avéré qu’ils sont équivalents. Lesmécanismes de transfert de preuve sont
un excellent intermédiaire dans ce type de situations et participent à la factorisa‑
tion des efforts de preuve.

Néanmoins, il reste encoreunemarcheà franchir pour transformer lesprototypes
développés pendant cette thèse en véritables outils d’assistance à la preuve. En
effet, les assistants de preuve étant des objets de recherche, le développement
de leur outillage se fait en même temps que le développement de leur forma‑
lisme logique lui‑même ainsi que celui des techniques de méta‑programmation.
Malgré certaines bases déjà stables dans ces outils, comme la prise en charge du
Calcul des Constructions, ou l’utilisationde la programmation logiquepour effec‑
tuer des traductions syntaxiques, certaines subtilités, principalement liées aux
univers, demeurent instables et retardent leur arrivée à maturité.

D’un point de vue plus pratique, ces prototypes pourraient être rendus plus uti‑
lisables par le perfectionnement des commandes servant à ajouter des informa‑
tions en base de données. Dans le cas de TROCQ, on pourrait imaginer une com‑
mandequi génère tous les témoinsdeparamétricitépossibles liant un type induc‑
tif à lui‑même. Ce type de preuve semble toujours possible en théorie et permet‑
trait d’effectuer gratuitement un transfert de types de données utilisateur dans
un but arbitrairement complexe. Une gestion de l’univers imprédicatif ℙ permet‑
trait de rapprocher l’outil de la version standard de COQplutôt que de reposer sur
la bibliothèque HoTT. Enfin, on peut imaginer, pour TRAKT comme pour TROCQ,
de construire des bibliothèques de preuves à ajouter en base de données dès
l’importation du greffon, afin que l’utilisateur puisse se lancer sans effort dans
le transfert de preuve lorsqu’il concerne les types de données répandus dans les
formalisations. Unmathématicien pourrait apprécier que TROCQ soit équipé une
bibliothèque de témoins de paramétricité déjà prouvés pour les types de don‑
nées de la bibliothèque MATHCOMP, afin de ne pas avoir à effectuer ces preuves
lui‑même, et pouvoir transformer facilement, par exemple, une matrice en liste
de listes.

L’aboutissement de ces outils de transfert de preuve rendrait plus simples les rai‑
sonnements modulo équivalence au sein de l’assistant de preuve. Rapprocher la
construction des preuves formelles du raisonnement intuitif que l’on peut faire
sur papier attire de nouveaux utilisateurs, permettant de tendre un peu plus vers
un monde sans faille logicielle, avec tous les avantages sociétaux que cela ap‑
porte.
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Titre : Méta-programmation pour le transfert de preuve en théorie des types dépendants

Mot clés : preuve formelle, automatisation des preuves, méta-programmation

Résumé : En mathématiques comme en infor-
matique, il est d’usage de faire appel à des ou-
tils numériques de vérification pour augmenter
la confiance dans les preuves et les logiciels.
La pratique la plus commune est le test, mais
elle est limitée. Les assistants de preuve in-
teractifs sont des outils permettant d’effectuer
des preuves avec une grande confiance, lais-
sant l’humain trouver les idées des preuves
tout en vérifiant méticuleusement que toutes
les étapes de la preuve sont valides. Cette
thèse s’inscrit dans une lignée de travaux vi-
sant à automatiser les preuves, avec l’objec-
tif final de répandre l’usage des assistants de

preuve à la place du test logiciel, partout où
cela est possible et pertinent. On s’intéresse
ici au partage de théorie formelle entre plu-
sieurs représentations différentes d’un même
concept mathématique, ou plusieurs implé-
mentations d’une même spécification. Sur le
plan théorique, cette étude s’appuie sur l’ana-
lyse de traductions de paramétricité pour le
Calcul des Constructions, et en propose une
généralisation. Ces résultats s’incarnent dans
la conception de deux outils de transfert de
preuve, TRAKT et TROCQ, dont on discute
ici l’implémentation, à l’aide du méta-langage
COQ-ELPI.

Title: Meta-Programming for Proof Transfer in Dependent Type Theory

Keywords: formal proof, proof automation, meta-programming

Abstract: In both mathematics and computer
science, it is common practice to use digi-
tal verification tools to increase confidence in
proofs and software. The most common prac-
tice is testing, but it is limited. Interactive proof
assistants are tools made to perform proofs
with high confidence, letting humans come
up with proof ideas while meticulously check-
ing that all proof steps are valid. This thesis
is part of a line of work aimed at automat-
ing proofs, with the ultimate goal of spread-
ing the use of proof assistants in place of soft-
ware testing, wherever possible and relevant.

Here, we are interested in sharing of formal
theory between several different representa-
tions of the same mathematical concept, or
several implementations of the same specifi-
cation. From a theoretical point of view, this
study is based on the analysis of parametric-
ity translations for the Calculus of Construc-
tions, and proposes a generalisation of them.
These results are made concrete in the design
of two proof transfer tools, TRAKT and TROCQ,
whose implementation is discussed here, us-
ing the COQ-ELPI meta-language.
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